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Neste trabalho lidamos com sistemas de campos vetoriais complexos de classe Crx> em 
variedades com bordo, denotadas aqui por M. Assumimos que o sistema é localmente 
integrável, i.e., se este, localmente, é dado pelos campos vetoriais linearmente indepen-
dentes L1, . .. , Ln então existem funções C 00 Z 1 , • .. , Zm (chamadas integrais primeiras 
do sistema) satisfazendo Li Zk =O, dZ1 A ... 1\ d.Zm #-O; m + n = dimM. Assumimos 
também que o bordo OM é não-característico para o sistema: isto significa que, em cada 
ponto de 8M, pelo menos um dos vetores básicos L1, ... , Ln é transversal ao bordo. 
Localmente, associamos a estes sistemas complexos diferenciais, C00 e distribucionais, 
determinados pela derivação exterior e consideramos o problema de resolubilidade local, 
ou seja, a validade ou não do Lema de Poincaré para estes complexos. 
Organizamos o texto em três capítulos e três apêndices. Usamos ba.sicamente a 
notação, já bastante estabelecida, de Treves: [T5] é uma boa referência. 
No Capítulo I, através de uma argumentação intrínseca simples, concluímos que, para 
pontos p E OM, existem dois casos de natureza.s distintas a serem considerados, Pro-
posições 1.1.16 e 1.1.19. Estes casos serão tratados separadamente no Capítulo li. Ainda 
no Capítulo I obtemos representações locais mais explícitas que, por exemplo, aquela 
descrita em [T5], que não faz distinção entre os casos mencionados acima. Apresenta-
mos também a noção de forma de Levi em um covetor característico, relacionando-a 
com a expansão em série de Taylor de integrais primeiras apropriadas do sistema, con-
forme (T5J, e introduzimos os complexos diferenciais já mencionados. Na construção 
dos complexos distribucionais usamos algumas idéias de Melrose, [M]. 
Em [A-HJ, Andreotti e Hill apresentaram uma condição necessária para resolubilidade 
local do complexo tangencial de Cauchy-Riemann em hipersuperfícies reais S de C". 
O resultado estabelecido foi o seguinte: se a forma de Levi nwn ponto p E S é não-
degenerada, tem p autovalores positivoe e q autovalores negativoe (p + q = n- 1) então 
o Lema de Poincaré falha em dimensões p e q do complexo no ponto p. Em [A-F-N], 
Andreotti-Fredricks-Nacinovich estenderam o resultado para quando S não é mais uma 
hipersuperfície, mas uma sub-variedade "genérica" de C" (a subvariedade S determinada 
pelas relações Pl = · · · = Pk =O é "genérica" se 8p1 A .. . Aãpk #O em S). Esta extensão 
foi obtida com uma adaptação do argumento usado por Hõrmander para. a obtençã.o de 
condições necessárias para resolubilidade local de equações diferenciais parciais lineares 
([H], Cap.VI). No Capítulo 11, usando uma versão adaptada desta técnica, Lema 2.1.1', 
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estendemos este resultado para sistemas, não necess riamente de Cauchy-Riemann, com 
forma de Levi "fortemente não-degenerada'' (veja S ção 1.3 para a definição): Teorema 
2.2.1 e Corolário 2.2.17. De maneira quase que idên ica obtemos, para pontos p E 8M, 
os Teoremas 2.3.1 e 2.3.5. No primeiro, as condições bre a forma de Levi implicam, no 
caso de uma hipersuperfície S de uma variedade ab rta, na falha do Lema de Poincaré 
em dimensão q em ambos os lados de S. No segundo as condições sobre a forma de Levi 
implicam na falha do lema em dimensão q de um lad {apontamos qual!) e em dimensão 
n - q - 1 do outro. Estes dois últimos resultados n poderiam ter sido obtidos, como 
se poderia imaginar, via Teorema 2.2.1 e a seqüênci de Mayer-Vietoris (veja [T5]). 
Em [T3], Treves considerou sistemas de campos ve miais sobredeterminados da forma 
(*) a a L;= -a + .\;(x, t)-a , 
tj $ j = 1, ... ,n 
onde os coeficientes Àj( x, t) são funções real-anaütic (a valores complexos), em abertos 
de R n+ 1, satisfazendo as condições de involução L i ,.\ = L k ,.\ j e demonstrou que a assim 
chamada Propriedade (P) é a condição exata para a validade do Lema de Poincaré em 
dimensão 1. A Propriedade (P) pode ser definida usando-se, por exemplo, a única 
solução analítica do problema de Cauchy Lj Z = , j = 1, ... , n, Zlt=O = x: a 
Propriedade (P) é verificada no ponto p se p tem ma base de vizinhanças em cada 
urna das quais as fibras deZ são conexas. A demonst ação deste fato se apoia fortemente 
na teoria de conjuntos analíticos, semianalíticos e su analíticos. Mas os coeficientes Àj 
não precisam ser analíticos para que a Propriedade P) possa ser definida; usando-se o 
princípio de invariância local das fibras das integrais rimeiras, a Propriedade (P) pode 
ser formulada para sistemas de classe G00 (veja [T4] [B-T2]). Recentemente, Mendoza 
e Treves (veja (M-T]) demonstraram que a hipótes de analiticidade dos coeficientes 
pode ser dispensada. No Capítulo III deste trabalh estendemos estes resultados para 
semi-espaços fechados de Rn+l, Assumimos analiti idade, contudo. Por outro lado, 
acreditamos que as técnicas utilizadas em [C-T] pod m ser adaptadas a estruturas com 
bordo para se demonstrar que a Propriedade (P) é c ndição necessária para a validade 
do lema em classe c=. 
Os resultados obtidos nos Capítulos II e III estão todos relacionados, como é trans-
parente nas demonstrações, com a conectividade d fibras das integrais primeiras do 
sistema. Para evidenciar isto, no final da Seção 2. mostramos que, para complexos 
determinados por sistemas localmente integráveis d tipo (*) com forma de Levi não 
degenerada, o não anulamento do ( q -! )-ésimo espaç de homologia reduzida das fibras 
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das integrais primeiras do sistema determina, a menos de sinal, a assinatura da forma 
de Levi: esta deverá ser ±(n ~ 2q). 
Finalmente, no Apêndice A, seguindo idéias de Nirenberg em [NJ, damos um exemplo 
de um sistema involutivo de campos vetoriais em uma variedade com bordo que não é 
localmente integrável em um ponto do bordo. 
CAPÍTULO I 
CONCEITOS nÁSICOS E NOTAÇÔES 
Seja M urna variedade com bordo, de dassf' c= c parflcompacta. Escrevemos N = 
dim M; assim, o llordo dr )vf, D.~vt, i· ttma vnricdad(· nlwrt.a, de clns~-w c= c dimensão 
N-1. 
Denotaremos H'.'ipcctivnmrnt.c por r .... vt c r~ . .:\.1 os fi brados t<nlj:!;('tlÍ.f' (' cotnngf'ut.c de 
)\.1; eles siío fihrados vetori~is, N (~ 11 dimrns<io das fihr<~s, sendo eles prúprios varie-
dades com bordo de classe c=. Por CTA1 c CT* A1 dcnotnrf'mos snas respectivas 
com plcxificnçÔf'S. 
O fibrndo trmgf'utc do bordo, TD .. Vf, i· um snhfihrndo hipf'rplnno de T.A.1. Ao ortogo-
nal de TD;\.1 em T* .:vt, (com respeito à dtwlid<Jt!c entre vetores tangentes c cotnngentes ), 
nos rrfrrirf'tnos como o fihrndo couormnl do bordo, Ar.D.\1, f{lH' r~ nm fi brado de linhas 
sohr<' DA-1. Analoga mc11t.f', com prefixos C, d!'not <l remos as rf'SJ)('d.j wts complf'xi fic<tçÕcs. 
1.1 - Estruturas involut.ivas com bordo 
1.1.0 Definição. Unw r.~tr1d11.m innolnl.n'a (on Jnnn.o.lm.r.nl1: inl.ryrá11rl) sohn• a varie-
dar h~ com hordo ;\..1 (~o <i<ulo <lf' 11111 sul,filmHlo vd.orinl complexo V df' CTA1 satisfa-
Z('lJdo ns clnas propric•cladf's Sof'p;uiut.c•s: 
(1.1.1) 
(1.1.2) 
Quaisquer (jll(' scjal!l as Sf'r;iir•s lnntis flp clllSS<' c= L, c L"}. de v' 
o colchd.c <k Li<' [L 1,L1] t.atnl,{•m f. nmn Sf'C.ilo local de V 
(VIaM) n .CTD.A-1 i· \llll fibrndo vdorial sobre D.A..-1. 
A propriedade (1.1.1) é conhecida como a propriedade de F'robrniu,~. 
Existe uma descriçiio dual da cstrutma precedente. A dualidade a que nos referimos 
0 a qucla entre v dores t.Rllj!;Cil t cs ( valntTS d<· c ali\ pos Yd orini,;; num dado ponto) c vetores 
cotangcut.es (valores de formas diferenciais no mesmo ponto). O ort.ogonal, no sentido 
d!'stn dHnlidn<lf', do suhfihrndo vdorinl V dP CT,vt é um suhfibr:Hio vPtorinl do fihrndo 
cotHngPn~.(' CT* j\;f de M, qnc dc•Hntnrcmos ~cmpr(' por T'; f'SCH'\'('lllOS T' =v ..L, v= 
r.l. A dimensão das fibr::JS de v Sf'r:Í 1)' o po.qf.n dn. (':o;tnttma de .\..1, c a dinwnsii.o dns 
fihrns d(' T 1 , m, o rnpMtn da ('St.nthtr:l. 
.1.1.3 Definição. Diremos qn<' um ~uhfihrado J'f d<' CT* ,\..1 c~ fcr.lwdn ~(' d:Hin qtwlqm•r 
S('r.::~o c= r.p d(' T' snhre nm :o;HiwnnjHnto <llwrto n rir· ,.\;f t.odo p<mto p E fl ff'm mna 
5 
vizinhança aberta np c n sobre a qual existem seções coo de T1, 81 , ••• , Bm e igual 
número de formas diferenciais C 00 1/JI, ... , t/Jm tais que, em f!p 
1.1.4. Proposição. O subfibrado vetorial V de CT M tem a propriedade de Frobenius 
se, e somente se, o subfibrado vetorial T' = Vl. de CT* M é fechado. 
Demonstração: Segue facilmente da identidade 
onde ( , } é o colchete de dualidade entre p-vetores e p-covetores, cp forma diferencial 
complexa e 81,82 campos vetoriais complexos em algum subconjunto aberto de M. I 
Por dualidade (1.1.2) é equivalente a 
( 1.1.3) (T'iaM) + CN•aM é um fibrado vetorial sobre 8M. 
Neste trabalho chamaremos tanto V como T' de o fibrado da estrutura involutiva de 
M. Para diferenciá-los chamaremos V de o jibrado tangente da estrutura e T' o fibrado 
cotangente da estrutura. 
Note que (1.1.2) é equivalente a 
(1.1.4) (VIaM)+ CT8M é um fibrado vetorial sobre 8M. 
Por dualidade em (1.1.4) temos que (1.1.2), (1.1.3) e (1.1.4) são equivalentes a 
(1.1.5) ( T'laM) n CN'8M é um fi brado vetorial sobre 8M. 
1.1.6 Proposição. Uma das duas seguintes propriedades mutuamente excludentes vale: 
(1.1. 7) (VIaM)+CT8M= CTMiaM 
(1.1.8) VIaM cCT8M. 
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Demonstração: Imediata. 1 
Agora (1.1. 7) é equivalente a 
{1.1.9) CN'âM </. T'iaM 
enquanto que (1.1.8) é equivalente a 
{1.1.10) CN'âM C T'iaM. 
Denotaremos por T 0 a intersecção de T 1 com o fi brado cotangente real T* M; T 0 é o 
conjunto característico da estrutura. Vemos então que (1.1.7) e (1.1.9) são equivalentes 
a 
{1.1.11) N'âM </. T"iaM 
enquanto que (1.1.8) e (1.1.10) são equivalentes a 
{1.1.12) N'âM C T"iaM. 
1.1.13 Definição. Diremos que o bordo âM é não·caracterútico com respeito à es-
trutura de M se vale (1.1.9). Caso contrário, se vale (1.1.10), diremos que âM é 
totalmente-característico. 
Observe agora que, em qualquer um dos casos, a. aplicação natural de restrição 
{1.1.14) 1r:CT'MiaM--+ CT'âM 
cujo núcleo é CN*âM, aplica T'laM sobre um subfibrado vetorial T~M de CT*OM; 
T~M define wna estrutura involutiva sobre OM à qual nos referiremos como a e8trutura 
involutiva em âM induzida pela estrutura de M. 
O bordo 8M é não-característico se, e somente se, a aplicação (1.1.14) induz um 
isomorfismo TáM ~ T' IaM; o bordo âM é totalmente característico se, e somente se, 
a aplicação {1.1.14) induz um isomorfismo TáM oe T'laM /CN'âM. Quando âM é 
não-característico a dimensão das fibras de TáM é igual a m e é igual a m - 1 quando 
8M é totalmente característico. 
Seja u uma função c= em algum subconjunto aberto Q de M tal que âM n n f; ifJ 
é definido por a =O e tal que du 1:- O em todo ponto de .0. Então da gera CN*âM em 
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âM n D:. Dizer que âM é não característico é equivalente a dizer que du f/. T' em todo 
ponto de 8M n D:, enquanto dizer que âM é totalmente característico é equivalente a 
dizer que du é uma seção de T' sobre âM n il. 
Denotaremos por VaM o fi brado tangente da estrutura involutiva de âM induzida pela 
estrutura de M; VaM é o ortogonal de T~M em CTâM. Assim, VaM = VI 8MnCTâM. 
Quando âM é não característico a dimensão das fibras de VoM é igual a n -1 e é igual 
a n quando âM é totalmente característico. Sobre âM n n (veja acima) as seções de 
VaM são os campos vetoriais que são simultaneamente ortogonais a T'laM e a dl7. 
1.1.15 Definição. Diremos que a estrutura involutiva de M é localmente integrável 
se todo ponto de M tem uma vizinhança aberta sobre a qual T' é gerado por formas 
diferenciais exatas. 
É imediato que se T' é um subfibrado vetorial de CT* M localmente gerado por 
diferenciais exatos então T' é fechado. Por outro lado, nem toda estrutura involutiva 
com bordo é localmente integrável. No Apêndice A damos um exemplo de uma estrutura 
involutiva em R 2 X R+ que não é localmente integrável em nenhuma vizinhança da 
ongem. 
Tudo o que foi dito aqui na categoria C00 pode ser repetido na "categoria analítica"; 
analítica aqui significa real-analítica. Se M é uma variedade com bordo de classe cw 
os fibrados V e T 1 da estrutura podem ser tomados analíticos, i.e., localmente, eles são 
gerados por campos vetoriais e formas diferenciais analíticas. Diremos então queM está 
munida de uma estrutura involutiva (ou formalmente integrável) analítica. Se, local-
mente, T' é gerado por diferenciais de funções analíticas, (a valores complexos), diremos 
que M está munida de uma estrutura localmente integrável analítica; desnecessário di-
zer aqui que por uma função analítica em um subconjunto aberto de Z = RN-l x R+ 
entendemos uma função que se estende analiticamente a um subconjunto aberto de RN. 
No restante desta seção assumiremos que o bordo 8M de M é não-característico. 
Então a aplicação (1.1.14) induz um isomorfismo 
Para cada ponto p E 8M o espaço característico r; da estrutura de M no ponto p 
se aplica linear e injetivamente sobre o espaço característico (TaM)~, da estrutura em 
8M induzida pela estrutura de M, no ponto p. Mas esta injeção não é em geral uma 
sobrejeção; então, via e-1, vamos identificar (TaM)~ com o subespaço vetorial real 
Hp = e-'((TaM)~) de T~. 
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1.1.16 Proposição. Uma das duas seguintes propriedades mutuamente excludentes 
vale 
(1.1.17) 
(1.1.18) HP ::>r;; neste caso dimHP = dimT~ + 1. 
"' 
Demonstração: Se O E Hp, 0(0) = 1r(O) = 1r(ReO) + i1r(lmO) E (TaM)~. Logo, 
1r(Im O) = O, ou seja, lm () E (N*8M)P" Agora suponha que () E Hp \ T~j então 
ImO -::f:. O e se w E Hp, Imw =elmO para algum c E R. Assim, w- cO E r;. I 
1.1.19 Proposição. A condição (1.1.17) é equivalente a 
(1.1.20) 
e a condição (1.1.18) é equivalente a 
(1.1.21) (CN'8M)p C T~ + T~. 
T 1 indica o fibrado vetorial obtido de T' por conjugação complexa. 
Demonstração: Suponha que vale {1.1.17) e tome (} E (N*8M)p n (T~ + T~). Se 
8 =w+w comw E r;, 
iwJraM = i RewlraM - lmwlraM = - ImwlraM 
de modo que iw E T; e portanto Rew =O, ou seja, 8 = O. 
Agora suponha que vale (1.1.18) e tome w E Hp \r;. Podemos escrever w = Wo + iOo 
onde W 0 E {T* M)p e 80 E (N*ôM)p, 80 f:. O. Então W = W 0 -i80 e portanto 80 = w1 +wi 
onde Wt = i, w E T~. I 
1.1.22 Corolário. As condições (1.1.17) e (1.1.20) são equivalentes a 
(1.1.23) (V n V)p rf_ (CT8M)p 
e as condições (1.1.18) e (1.1.21) são equivalentes a 
(1.1.24) (V n V)p c (CT8M)p. 
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Demonstração: O resultado segue por dualidade. I 
1.1.25 Corolário. As condições (1.1.17), (1.1.20) e (1.1.23) são equivalentes a 
(1.1.26) V~~ (T&M)p 
e as condições (1.1.18), (1.1.21) e (1.1.24) são equivalentes a 
(1.1.27) V~ c (T&M)p· 
Aqui V~ =V" n (T M)p· 
Demonstração: Óbvia. I 
1.2 - Representações locais 
Procuraremos agora obter representações locais especiais da estrutura localmente in-
tegrável de Monde OM é (parte de) um hiperplano em RN. Vamos nos reportar aqui 
tão somente ao caso em que 8M é não-característico, que é o nosso interesse neste 
trabalho. Raciocinaremos numa vizinhança aberta n de um ponto p E BM reduzindo 
esta vizinhança tantas vezes quantas forem necessárias. 
Começamos escolhendo uma função real u de classe c= em f2 tal que n n ôM é 
definido por a = O e tal que da i= O em todo ponto de n. Por lúpótese, existem 
m funções de classe c= Z1 , • •• , Zm cujos diferenciais formam uma base de T' em il; 
podemos assumir que estas funções se anulam em p. Como 8M é não-característico, 
du A dZ1 1\ ... A dZm "/:- O sobre n n 8M. Após uma substituição C-linear podemos 
assumir também que 
do- i\ d(ReZ1) i\ ... A d(R.eZm) #O 
e as funções Re Zj (j = 1, . . . , m) assim como cr podem ser tomadas como parte de um 
sistema de coordenadas em ü. Fazemos então tn = u e selecionamos n -l funções reais 
adicionais tl,··· ,tn-1 de classe C 00, se anulando em p 1 tais que dti,··· ,dtn-I,dtn 
geram em num complementar de T' em cT•M. Escrevemos Xj = ReZj; assim 
zj = Xj + i<ft;(x,t), X = (xi, ... ,xm), t = (tb ... ,tn) <I>Jip =o. Façamos agora a 
matriz ( ~;) -l~P agir no m-vetor Z :::;; (Zt 1 ••• 1 Zm): Z' = ( ~;) -l~P .z. Temos 
Zj = Xj + R;(x, t) + i<p;(x, t) 
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onde 'l'ilp =O, dx'l'ilp =O e Rj = O(lxl2 + ltl) (j = !, ... ,m). 
Fazemos então a mudança de variáveis 
xj = Xj +Rj(x,t) j = 1, ... ,m 
t~=tt f=l, ... ,n 
Com isto, temos provada a seguinte proposição: 
1.2.1 Proposição. Seja p E 8M. Existe um sistema de coordenadas U em torno de 
p onde Ué uma vizinhança aberta da origem em Rm x Rn-t x R+ (aqui escrevemos 
a.s coordenadas como (x,t,tn), x = (x1, ... ,xm), t = (tl!··· ,tn-1)), tal que a origem 
corresponde ao ponto p e, em U, T' é gerado pelos diferenciais das funções 
j=l, ... ,m 
onde cada <Pi é wna função real C 00 com <Pi e d2: <Pi se anulando na origem, 8M é 
definido pela relação tn =O e dz1 , ... , dzm, dt1 , ... , dtn é uma base de CT* M. 
Usaremos a Proposição 1.2.1 no Capítulo III. Entretanto, no Capítulo li necessita-
remos de representações locais mais sensíveis, que façam clara distinção entre os casos 
-1 -1 (CN'8M)p c T~ + T P e (CN'BM)p rf. T~ + T P (veja Seção 1.1). Para isto alguns 
fatos de álgebra linear real/complexa nos serão úteis: 
Seja E um subespaço vetorial complexo de cN 1 E o seu conjugado Cúmplexo. Existe 
então um subespaço vetorial (complexo) E1 de E tal que 
(1.2.1) E=(EnE)E1JE1. 
Obviamente E n E1 = O de modo que temos 
(1.2.2) 
Se E' = E n R N então E n E = E' + (i E') ou, equivalentemente, 
(1.2.3) EnE =E' O C. 
R 
Suponha agora que existe um vetor real distinto 8 E (E+ E)\ E pelo qual temos um 
interesse especial (quem é este vetor ficará claro nas aplicações). De (1.2.2) e (1.2.3) 6 = 
w +v+ V onde w E E 0 e v E E 1 ; assim 8 =VI+ V1 onde VI= tw +v E E\ (E n E). 
li 
Isto mostra que quando tomamos o subespaço vetorial E 1 de E satisfazendo (1.2.1) 
poderíamos tê-lo escolhido de forma que E1 satisfizesse ainda 
(1.2.4) 
Vamos então assumir que assim o fizemos na situação hipotética explicada acima. 
Façamos agora v = dimc Et = dimc Et e d = dimR E 0 = dimc E n E. Seja 
{e 1 , ... ,e11 } uma base de E 1 ; então {e11 ••. e11 } é uma base de Et. Tome uma base 
qualquer { ev+t, ... , ev+d} de E 0 para obter uma base de E consistindo dos vetores 
e1 1 ... , e11 , e v+ I, ... , ev+d (portanto, m = dimc E = V + d) tais que 
et, ... , e v ,ev+t, ... , ev+d, e1, ... , e v são LI sobre C. 
Aplicamos agora estas considerações às fibras de T~: substituimos cN por (CT* M)P, 
RN por (T* M)p e E por T~. No caso em que (CN"'8M)p C T~ + T~, como âM é 
não-característico, podemos tomar 8 como qualquer covetor não nulo em (N*8M)p; no 
caso em que (CN*ôM)p rt. T; + T~ não temos interesse especial em nenhum vetor em 
(T~ +T'p) \ T~. Em ambos os casos obtemos então uma base { e1, ... 1 e11 , ev+l, ... , e,+d} 
de T~ com 
_, 
No caso em que (CN*ôM)p C T~ + T P teremos ainda 
{1.2.5) 
Voltemos à situação inicial: temos numa vizinhança aberta !1 de p, em M 1 m funções 
de classe c= Z1, ... 1 Zm que se anulam em p e cujos diferenciais geram T' em n. 
Substituindo-se cada Zj 1 j = 11 ••• 1 m por combinações lineares apropriadas de Z11 ••• 1 
Zm podemos assumir que 
(1.2.6) j = 1, ... ,m. 
Escolha agora n' = n -v funções reais tt, ... , tn' 1 de classe G00 em f! 1 que se anulam 
em p e tais que, em n, 
dZr 11 ... /I dZ, 11 dZv+t 11 •.. /I dZm A dZ1 A ... A dZv A dtr A ••• A dtn• #O. 
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_, 
No caso em que (CN*BM)p 1/.. T~ + T P podemos assumir que tn• = u onde ué uma 
função de classe coo em f2 tal que BM n f2 é definido em n por u = O e du i: O em todo 
ponto deU. 
Façamos agora 
x; = ReZil Yi = ImZi 
.Sk = Re Zv+k 
onde d = m- v. Teremos também, em n, 
dZ, A ... A dZ" A ds1 A ... A dsd A dZ 1 A ... A dZ" A dt, A ... A dtn' # O. 
Assim, a aplicação (Z1, ... ,Zv,s1 , ••• ,sd,t1, ... ,tn•) define um difeomorfismo C00 
de n sobre uma subvariedade com bordo u de C" X R d X R n'; este difeomorfismo aplica 
p sobre {0,0,0) E 8U. Temos então demonstrado o seguinte resultado: 
1.2. 7 Proposição. Suponha que ( CN* 8M)p C/- T~ + T~. Então existe um sistema 
de coordenadas U em torno de p, onde U é uma vizinhança aberta da origem em 
C" x Rd x an'-l x R+, (aqui escrevemos as coordenadas como (z,s,t,tn•)), tal que a 
origem corresponde ao ponto p e, em U, T' é gerado pelos diferenciais das funções 
Z1 1 ••• ,z,_,, Wk=Sk+if.Pk(Z,s,t,tn') 1:$_k:$_d 
onde cada i.p k é uma função real C00 , com i.p k e di.p k se anulando na origem, 8 M é 
definido pela relação tn' =O e dz1, ... ,dzv, dw1, . .. ,dwd, ãz1, ... ,ãzv, dt1, ... ,dtn' é 
urna base de CT* M. 
-=" Por outro lado, se (CN*8M)p C T~ + T P eu é uma função definidora do bordo, 
como acima, de (1.2.5) e (1.2.6) segue que 
~ oo- ao-do-= 6 iJz· (0, O, O)dz; + õz. (0, O, O)áz;. 
j=l J J 
Podemos assurmr que 8
817 (0, O, O) '# O; na verdade, após uma mudança linear nas 
•• 
variáveis Zj = Xj + iyil 1 :S j :S v, podemos assumir que 
(1.2.8) 
ao-
OX (0, O, O)= O, 
J 
1 :o; j :o; v; aao- (O, o, o)= o, 
Yi 
ao-
-a (o, o, o)= -L y, 
I :o;j :o; v-!; 
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Do teorema das funções implícitas aplicado a q = a(z, s, t), (aqui t = (t1 , ••. , t,.• )), obte-
mos uma função real de classe 0 00 cp0(zl!··· ,Zv-l,X,,s,t) em U tal que a(z,s,t) =O 
se, e somente se, Yv =: rp0(ZI, ... , Zv-I 1 x,, s, i); note que {1.2.8) implica que dcp0 (0, O, O) 
=O. Fazemos então a seguinte mudança de variáveis 
Y~ = Yv - IPo(ZI 1 • • • 1 Zv-1 1 X,, 81 i). 
Não mudamos a notaçào: denotamos por U o novo sistema de coordenadas e passamos 
a denotar y~ por i 0 e X 11 por s 0 • Provamos então o seguinte: 
1.2.9 Proposição. Suponha que (CN*8M)p C r;+ T~. Então existe um sistema 
de coordenadas U em torno de p, onde U é uma vizinhança aberta da origem em 
cv-I x Rd+I x R_ x Rn', (aqui escrevemos as coordenadas como (z,s,t 0 ,t) com 
z == (zt, ... ,z11 _ 1 ), s = (s 1,s11 ... ,sd), i 0 $.O e t == (th··· ,in•)), tal que a origem 
corresponde ao ponto p e, em U, T' é gerado pelos diferenciais das funções 
ZJ 1 ••• 1Z11 -1l Wo = 80 + i(to + 'Po( z, 81 t)), Wk + icpk(z, s, to, t) 1 :S k :S d 
onde cada 'Pk é uma função real G00 com /f'k e dtpk se anulando na origem, Os; k :Sd, âM 
é definido pela relação t 0 = O e dz11 ... , dzv-b 4J0 , dwll ... , dwd, ãz1, ... , àzv-1, 
dt 0 ,dh, ... ,dtnl é uma base de CT*M. 
o 




e diremos que p E M é um ponto interior de M. Das considerações que precedem a 
Proposição 1.2. 7 é aparente que se p é um ponto interior de M então vale o seguinte 
resultado: 
o 
1.2.10 Proposição. Seja p EM. Então existe um sistema de coordenadas U em torno 
de p, onde U é uma vizinhança aberta da origem em c v x R d x R n 1 (aqui escrevemos 
as coordenadas como (z,s,t)) tal que a origem corresponde ao ponto p e, em U, T' é 
gerado pelos diferenciais das funções 
zl,··· ,z,_., Wk=sk+itpk(z,s,t) 
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onde cada 1.p k é uma função real, com 'Pk e drp..~: se anulando na origem, e dz1 , • .• , dzv, 
dwh··· ,dwd, ãzl!··· ,dZv, dh, ... ,dtn• é uma base de CT*M. 
1.3 - A forma de Levi 
Sejam p um ponto qualquer de M, Lt e L 2 seções C 00 de V em alguma vizinhança 
aberta fl de p em M, w um elemento não-nulo no conjunto característico T~. 
1.3.1 Lema. O valor do número complexo 
(1.3.2) 
depende apenas dos valores L 1 /P e L2 IP das seções L 1 e L 2 no ponto p. 
Demonstração: Como w é um covetor real, tomar o conjugado complexo de (1.3.2) 
é o mesmo que substituir Lt por L 2 e L2 por L1 . Por esta razão é suficiente mostrar 
que (1.3.2) não se altera se substituirmos L1 por uma outra seção c= de V em n cujo 
valor no ponto p é o mesmo de L 1 • Por subtração isto equivale a mostrar que (1.3.2) 
é igual a zero se o valor de L 1 em p é igual a zero. Suponha que existe uma base 




com Cj E C 00(f!). Devemos ter Cj(P) =o, j =I, ... 'n. Mas então 
é ortogonal a w E T~. 1 
n 
[L,L2 ]p =-L(L2 c;)(p) L;IP 
j=l 
Podemos então definir, em Vp, o produto hermitiano 
(1.3.3) 
como aquele cujo valor no ponto (v~,v2 ) é igual ao número (1.3.2) com seções L 1 e L 2 
que assumem, no ponto p, os valores v1 e v2 respectivamente. Denotamos por Qw( v) a 
forma quadrática em Vp 
(1.3.4) Qw(v) = Bw(v,v). 
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1.3.5 Definição. A forma quadrática (1.3.4) será chamada a forma de Levi no ponto 
característico w da estrutura formalmente integrável de M. A {1.3.3) nos referiremos 
como o produto hermitiano aJ!Wciado a Qw. 
Se p E 8M e w E T; indicaremos por wa a restrição 
se wa =/:- O, (que é sempre o caso quando ôM é não-característico), teremos duas formas 
de Levi a considerar: Qw, a forma de Levi no ponto característico w da estrutura 
formalmente integrável de M e Qw8 , a forma de Levi no ponto característico wa da 
estrutura formalmente integrável de 8M induzida pela de M. Claramente, 
Note que a definição da forma de Levi no ponto característico w E T~, p E ôM, não 
faz referência alguma a uma extensão de M (e da estrutura de M) a uma variedade 
aberta M. Todavia, isto é sempre possível localmente, pelo menos no caso de estruturas 
localmente integráveis, e muitas vezes conveniente. Suponha então para o restante 
o 
desta seção, que a estrutura involutiva de M é localmente integrável e p E M. yamos 
procurar obter uma expressão mais concreta para a forma de Levi Gw· Do Teorema 
1.2.10 podemos supor que T' é gerado, em uma vizinhança aberta da origem em C" x 
R d X R n', pelos diferenciais das funções básicas 
com /fk e dr..pk se anulando no ponto p, i.e., na origem. Um cálculo simples mostra então 
que o fi.brado V é gerado por campos vetoriais da forma 
(1.3.6) 
â d â 
L;= 8_ + "À;k(z,s,t)8-z· 6 8k J k=l 
â d â 
Lv+t = ât +L !'t.k(Z, s, t) Ôs 
l k=l k 
1 S f S n' 
onde Àjk e Jll,k são funções de classe C00 que se anulam na origem. 
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Qualquer covetor característico w E T~ terá a expressão w = l7.dsiP com a E Rd. Assim, 
se L1 e L2 são seções C 00 de V com L1 [P = v1 e L2 [P = v2 teremos: 
Bw(Vt,V2) = \ w,(2i)-1[Lt,L2JIP) 
' 
= 2:>•\ ds,,(2i)-1[L1,L2J/P) 
k=O 
' 
= (2i)-1 I>·,[Lt,L2]s, 
k=O p 
Por outro lado, como Wk = Sk + i!.pk anula Lt e L2 
e 
Tendo-se em conta que dcpklp =O, 
obtemos então 
' (1.3. 7) Bw( VIl v2) = L O"kVt V21f'k· 
k=O 
De (1.3.6) segue que 
(1.3.8) L;[P = :.i 1 :S j :S v; L,+t[p = ~~ 1 :S R :S n'. 
Fazendo-se <P = O't!pt + · · · + C!dl.pd e levando-se {1.3.7) e (1.3.8) em consideração, a 
forma de Levi no ponto p pode ser identificada à seguinte forma quadrática em C" X cn' 
(onde a variável é denotada por((, r)), 
. ( {)'~ ) -Q((,r) = L {) {) . (O)(;(; 
i,j=l zl ZJ 
n' " ( {)'~ ) n' ( {)2~ ) 
+ 2 Re t; 8 ÕZ;IJt, (O)(;r, + k~t 8t,8t, (O )r. r,. 
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Abreviando-se um pouco a notação podemos escrever esta fórmula como 
(1.3.9) (1>.:.(0)(, () + 2R.e (4>t:o(O)(, r)+ (1>.,(0)r, r). 
Aqui ( ·, ·} denota o produto interno usual de cv e cn'. 
Agora nós fazemos uso das mudanças lineares de coordenadas do seguinte tipo: 
(1.3.10) z'=Az, t'=Bt+Ex+Fy, s' = s 
onde A é uma matriz invertível v x v, B uma matriz real invertível n 1 x n 1 e E e F 
matrizes reais n' x v. Esta mudança de coordenadas implica nas seguintes substituições 
no espaço tangente complexo 
-º-='A _i_+ 'a-º-âz 8z' 8t' 
onde G = t(E + iF). Devemos ainda fazer as substituições 
r' =Br+G\. 
A idéia aqui é escolher A, B e G de modo que possamos obter uma expressão mais 
simples da forma quadrática (1.3.9) nas novas coordenadas. Vamos decompor esta 
transformação em três passos. No primeiro passo tomamos G = O, A = Id; escolhemos 















Assim a expressão da forma quadrática {1.3.9) nas novas coordenadas (que ainda deno-




/P+(r + '(B- 1 )~.-.(0)()/ 2 -/P-(r- '(B- 1 )~.-.(0)()/ 2 = 
IP+rl2 - IP-rl 2 + 2 Re (r- r#, '(B-1 )~1,(0)() 
+ ((P+- P_)'(B- 1 )~.-.(0)(, '(B-1)h;(O)(). 
Q((, r)= /P+(r + '(B-1 )~1,(0)()/ 2 -/P-(r- '(B-1 )~.-.(0)()/ 2 
+ 2Re(r#, '(B- 1 )~.-.(0)() +(f(,() 
onde r é uma matriz hermitiana v X v. 
No segundo passo tomamos A e B como a identidade e tomamos 
Ficamos com a forma quadrática 















Finalmente, ficamos com a seguinte forma quadrática 
(1.3.11) 
onde T é uma matriz n' x v. 
1.3.12 Proposição. Suponha que a restrição da forma de Levi no ponto característico 
w E T; ao T-espaço (V n V)p é não-degenerada. Então existe uma mudança de variáveis 
da forma (1.3.10) que transforma esta forma de Levi numa soma de quadrados positivos 
e negativos. 
Demonstração: De fato, sob esta hipótese 7# = O. I 
Agora vamos relacionar a expressão {1.3.11) da forma de Levi em w com a expansão 
de~ em série de Taylor. Temos~ de (1.3.11) 
8
'1> (O) =O 
8t,at, 
8'1> { 1 
8 ,(0)= -1 t, o 
8'1> 82 1> 
8z;8t, (O)= 8t,ãz; (O)= O 
se I:$j~p 
se p<j~p+q 
se p+q<j ~v 
se l$f.$p1 
se p<C$p+q' 
se p' + q' < e :5 n' 




v n' v ( a'~ ) 
+ 2 Re L L a;tz;tt + Re .L az,az. (O)z;z; 
;=I t'=p'+q'+I •,;=I J 
+ O{izl3 + lti'J. 
Mas podemos substituir as funções Wk pelas funções 
{1.3.14) v ( a''P• ) w, = Wk- i L a ·a . (O)z;z; 
. . Zt Z; t,J=l 
k = 1, ... ,d. 
d 
Então, se definirmos~= L u,(Im Wk) de (1.3.13) e (1.3.14) segue que 
k=l 
p p+q 1 { p' p'+o' } ~Lo= D•;l'- L 1•;1' + 2 Ltl- L tl 
J=l J=p+I t=l l=p'+I 
v n' 
+ 2 Re L L a;tz;tt + O(lzl3 + 1tl3 ). 
j=l l=p'+q'+I 
Por outro lado 
~ = ~Lo + O(lsl (lzl + lsl +itl) 
de modo que 
p p+q 1 { p' p'+q' } 
J = ~ lz;l'- i~I hl' + 2 f.;tl- t=~I tj 
v n' 
+ 2Re L L aw;tt + O(lzl3 + ltl' + lsl {lzl + lsl + ltl)). 
j=l l=p'+q'+I 
Entretanto, wk não é da forma Sk + i Im wk como gostaríamos; façamos então a 
seguinte mudança de coordenadas 
s' = s + Im t (t~•) (D)z;z; . 
. . 
1 
z, z1 I,J= 
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Note que ds'jp = d8jp. Então, passando a denotar s' por s, wk por Wk, ~por tP e Im wk 
por I.Pk chegamos ao ponto desejado: T' é gerado pelos diferenciais das funções básicas 
z · = x · + iy · (! < J. < v) J J J - - ' 
com 'I'•IP =O e d'l',lp =O k = 1, ... , d, 
Wk = Sk + i<p,(z, s, t) (1 S k < d) 
d 
w = a.ds!P e r/J = L: a.~;ipk satisfaz 
k=I 
p p+q 1 { p' p'+q' } 
</> = ~ iz;l' - ;],;_
1
lz;l2 + 2 ~ tj - •~~1 tj 
' n' 
2Re L L a;tz;!t + O(jzj3 +!ti'+ 1•1 (izl + 1•1 +!ti)) 
i=1 l=p'+q'+l 
Para uso futuro faremos ainda aqui uma definição e algum88 observações finais. 
1.3.15 Definição. Diremos que a forma de Levi Q..., é fortemente não degenerada. se 
Qw é não degenerada e a sua restrição ao T-espaço (V n V)p também é não degenerada. 
De (1.3.8) vemos que o r-espaço (VnV)p é o subespaço de Vp gerado pelos vetores reais 
8~ I , ... , 8~, I . Se Qw é fortemente não degenerada, nas coordenadas especiais que I P n p 
diagonalizam Qw, (veja acima), o subespaço de Vp gerado pelos vetores a~ I ... 1 8~ I 1 p .. p 
é precisamente o ortogonal de (V n V)p em Vp com respeito ao prOOuto hermitiano Bw; 
indicaremos este espaço por (V n V).;w. 
Finalmente, de (1.3.11) segue que se a forma de Levi Qw é não degenerada no r-
espaço (V n V)p então a sua restrição ao r-espru;o real V~ = (V n T M)p também é não 
degenerada. 
1.4 - Os complexos diferenciais associados 
Denotemos por AkcT•M (k = 0,1,2, ... ) a k-ésima potência exterior de CT•M. 
Para cada par de inteiros não-negativos p, q, definimos o fi brado vetorial complexo 
T'~'·• 
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como o subfibrado de AP+qCT* M localmente gerado por produtos exteriores de (p+q)-
formas onde p das quais, pelo menos, são seções de T'. Claramente 
e como T' é fechado a derivada. exterior define uma aplicação linear contínua do espaço 
das seções C00 de T'r,q no espaço das seções C 00 de T'p,v+t. Fazendo-se 
e passando-se ao quociente obtemos para cada p = O, 1, ... , m e cada subconjunto 
aberto fl de M uma seqüência de operadores diferenciais 
(1.4.1) d' = d'''', c=cn, AP·') __, c=cn, A•·<+• l q =o, 1, 2, ... 
t . d'p,q+t d'p,q o ms que o = . 
Vamos nos referir à seqüência de operadores diferenciais (1.4.1) como o complexo 
diferencial coo de grau p sobre n. 
Em (1.4.1) podemos evidentemente substituir 0 00 por 06 e também, se nnâM = t/>, 
por V' e € 1• Todavia, se n intercepta aM, a construção dos complexos distribucionais, 
aqueles que estendem (1.4.1) para espaços de seções distribuições, é mais delicada e é o 
objetivo desta seção. 
Nas aplicações estaremos interessados em vizinhanças abertas !1 muito pequenas de 
um ponto p E M; assim, podemos asswnir que a variedade com bordo n seja orientável 
e desde já fixamos uma orientação para !1. Nestas condições é fácil ver que os fi brados 
vetoriais Am-p,n-q e (AP,q)* ® fln são canonicamente isomorfos; aqui (AP,q)* denota o 
fibrado dual de Ap,q e !1n o fibrado densidade de !1. 
Então, é razoável definir iY(ft.,AP,q), o espaço das seções distribuições de AP,q, como 
o espaço dual de Cga(n, A m-p,n-q), o último equipado com a topologia localmente 
convexa usual. Aqui a inclusão 
identifica f E G00(f!, AP,q) com o funcional 
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Analogamente definimos i'(f!, AP·q); se/{ é um subconjunto compacto de n denotare-
mos por i'(K, Ap,q) o subespaço de i'(f!, AP,q) consistindo das seções distribuições com 
suporte contido em /{. 
Se substituirmos a estrutura localmente integrável de M pela estrutura localmente 
integrável trivial T' =O, V= CTM vemos que V'(f!,A0•0 ) = C'{'(f!,AN)' é o espaço 
das distribuições escalares sobre f!; denotaremos este espaço por i>'(ü), como é usual. 
Voltando à situação mais geral, suponha que existem funções z1, ... , Zm, t 1 , ... 1 tn de 
classe C00 em f! tais que dz1, ... ,dzm são seções 0 00 de T' e dzb··· ,dzm,dtll··. ,dtn, 
formam uma base coo de CT"' M em f!. Então toda u E i>' (ü, AP,q) tem uma única 
representação da forma 
(1.4.2) u = L L UJJ(dZJ A dtK 
IJI~piKI~, 
onde cada UJK é uma distribuição escalar. Aqui J e J{ são multi-índices: J = 
(iJ, ... ,j,), 1 :Sh < ... <jp :S m, [{ = (k1 , ... ,k,), 1 :S k1 < ... < k, :S n; dzJ = 
dzit 1\ ... A dzjp e dti< = dtk1 A ... A dhq· 
Vamos considerar também os espaços de Sobolev .ff1~c(U, AP•q). Eles podem ser defi-
nidos considerando-se uma realização n <...4 fi de Q como uma subvariedade com bordo 
de uma variedade aberta n 
admitindo-se que T' tenha sido estendido a uma estrutura localmente integrável em h. 
Os espaços iJ1~c (Si, AP,q) são espaços de Fréchet e para cada conjunto compacto I< c n 
os espaços 
H'(I(,AP•') = {u E H1~,(f!,A'''): Suppu C K) 
têm topologias Hilbertáveis. 
Observe que existe s0 E R, dependendo apenas de N, tal que C':'(I<, AP·q) C iF'(K,AP•rf) 
se s ::; S 0 e /{ C O é compacto. 
Seja 
C c C""(f!,CTM) 
o espaço dos campos vetoriais totalmente característicos em ft: 
L E C # Lp E (CTâM)p \lpEâf!. 
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O espaço Diffk(fl) dos operadores diferenciais de ordem :S k em Q é localmente finita-
mente gerado como um C00(0)-módulo por produtos de até j fatores, o .:::; j ~ k, de 
campos vetoriais agindo por derivação de Lie. Isto nos permite definir 
Diff~(Q) C Diff'(íl) 
o submódulo dos operadores totalmente característicos de ordem :5 k, como sendo aquele 
localmente gerado por 
j fatores 
para O :5 j :5 k; note que multiplicação por uma função C 00 é um operador totalmente 
característico de ordem zero. 
Denotemos por Diffk(n, AP,q) o espaço dos operadores diferenciais de ordem ..::; k 
entre seções c= de Ap,q. Definimos então da maneira óbvia o espaÇO Diff:(n, AP,q) dos 
operadores totalmente característicos de ordem ::;: k entre seções de Ap,q. 
Agora, para cada subconjunto compacto ]{ de n, façamos 
Á(')(K,A•••) = {u E i'(K,AP•'): Pu E H'(K,AP•') VP E Diffb'(Q,AP•')}. 
Em Ã(")(J(, AP,q) tomamos a topologia limite projetivo dos espaços 
{ u E i'(K, A'·') : Pu E H'(K, AP•') V P E Diff~(íl, AP·')} 
que são claramente Hilbertáveis para cada k, k =O, 1, .... Assim, .Ã(")(J(, AP,q) é um 
. . 
espaço de Fréchet. Note que os elementos de A(")(J<, AP,q) são c= em n. 
1.4.3 Definição. Denotaremos por A'(n, AP•q) o espaço de todas as seções distribuições 
u em i>'(n, AP,q) tais que dados s < So e]{ c n compacto, o funcional linear 
C';' (I{, A m~p,n~q) --+ C 
>p>->u(>p) 
se estende continuamente a Ã(s)(J(, A m-p,n-q). 
Para esclarecer melhor estes conceitos é conveniente especializarmos para a variedade 
padrão com bordo 




Z = {(x, t) E Z: t >O}. 
Assumiremos também que o fi brado cotangente da estrutura, T', é trivial sobre Z, como 
é, localmente, sempre o caso. 
Dado um conjunto compacto K C Z então g E .Ã(s)(K,AP,q) se, e somente se 
para todos j E Z+ e a E z~-I e as seminonnas 
definem a topologia de ,AC•l(K, Ap,q). 
Como conseqüência 
A seção dúltribuição u E iY(Z,AP,q) pertence a A'(Z,AP,q) se, e Mmente se, 
para todo subconjunto compacto]{ deZ e s < s0 e:ci8tem uma constcmte C> O 
e um inteiro positivo No tais que 
lu('l')l S C L !l(tiJ,)i(8,)"<pllc,J V<p E C';"(K,Am-p,n-'). 
j+lai5No 
Definimos agora 
Necessitaremos ainda do teorema enunciado a seguir, cuja prova incluimos num apên~ 
dice, Apêndice B, para não quebrar a seqüência das idéias apresentadas aqui. 
o 
1.4.4 Teorema. Seja x E C';"( Z) tal que f x = 1. Para e > O defina 
Q,: U H~(Z) __, C:;"'(.3). Q,(u) = x- • u 
•Eil 
onde X~<(x,t) = e-N x.(xfe, tfe), (x,t) E RN. Dados K e K', subconjuntoa compactoa 
deZ com [(contido no interior de J(', sE R eu E Â(")(K,AP,q), então QE(u)---+ u em 
,AC•l(J<', Ap,q) quaudo e__, O. 
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Voltemos agora ao caso geral. Tome uma seqüência {Kj}jEZ+ de subconjuntos com-
pactos de f! com Kj contido no interior de Kj+t e Kj / fl. Considere os limites 
indutivos 
A( I<;, A'·')= u .A<•>(I<;, A•·•) 
s<Bo 
Ao( f!, A'•') = U A( I<;, AP•'). 
jEZ+ 
Evidentemente, o espaço vetorial topológico Àc(il, AP>'I) independe da particular se-
qüência {Kj}jEz+ escolhida. Do Teorema 1.4.4 segue que a inclusão contínua 
tem imagem densa e podemos considerar o dual de .Ã.c(n, A m-p,n-q) como um subespaço 
de i>'(fl, AP·q). Este subespaço é, precisamente, A'{!l, AP•q). Em A'(fl, AP•q) tomaremos 
sempre a topologia fraca. 
Note que 0 00(!1, AP·q) é um subespaço de A'(n, AP·q); a inclusão 
c=cn, A•·•J '--' A'(n, A•·•) 
identifica f E c=(n, AP·q) com o funcional em Ãc(n, A m-p,n-q) 
'f' H ( -l)(p+q)(N-p-q) <p{f). 
Considere agora a inclusão 
Vamos mostrar que a aplicação "pull-back" natural 
{1.4.5) 
1.4.6 Teorema. Existe uma única aplicação fracamente contínua 
{1.4.7) A'(f!,A•·•) ~ V'{8f!,Al'') 
que estende a aplicação "pull-back:" (1.4.5). 
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Demonstração: Para 1./J E C~(ôfl,Am-p,n-q-l), considere a seção distribuição Tt/J E 
i'(n, A m-p,n-q) definida por 
T~(<,o)= f i;(<,o)At/1, lan 
i6( u )( t/1) = ( -1 )(p+o)(N -p-q) u(T~ ), 
A aplicação u ~---+ ib(u) é então uma aplicação linear e fracamente contínua 
A'(!l,AP·')--> V'(ô!l,Af·') 
que estende (1.4.7). A unicidade decorre da densidade de G~(fl, AP•q) em A'(fl, AP•q); 
esta por sua vez decorre do Teorema de Hahn-Banach pois, para u E .Â.c(.O, A m-p,n-q), 
O = <,o( u) = ( -1 )<P+o)(N -p-q) u( <,o) paxa toda <,o E G;o{U, A"") implica u = O. I 
Novamente substituímos a estrutura localmente integrável de M pela estrutura trivial 
T' =O, V= CT M. Observe que a inclusão contínua e de imagem densa 
identifica, por transposição, A'{fl, A0 •0 ) com um subespaço de i>'(.Q); denotaremos este 
subespaço por A'(fl). 
Note ainda que a aplicação (1.4.7) com p = q = O estende a aplicação traço natural 
c=(n)--> c=(ô!l) a uma aplicação fracamente contínua A'(!l) __, V'(ôU). 
Voltando novamente à situação mais geral, se u E iJ'(.Q, AP,q) tem a representação 
(L4.2), é imediato que u E A'(Q,AP,q) se, e somente se, UJJ( E A'(S1) para cada par de 
multi-índices J e ]{ comparecendo nos somatórios. 
Consideremos agora u E C00 (f!,AP,q) e <p E C~(n,Am-p,n-q-l). Do Teorema de 
Stokes, 
f d'uA<,o=(-1)P+o+I f uAd'<,o+ f ib(u)Ai6(<,o). h h hn 
Esta identidade nos permite estender a aplicação 
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a A'(fl, AP•q) via a fórmula 
d'u( 'P) = ( -1)'+'+1 u( d' 'P) + i;( u )(i i( 'P )) 
seu E A'{!1, AP·') e 'P E C;"'{!1, A m-p,n-q-1 ). 
1.4.8 Teorema 
d'(A'(!1, A'•')) c A'(!1, A"'+1 ) 
e 
(1.4.9) 
define um complexo diferencial que estende (1.4.1). 
Demonstra.:;ão: Para demonstrarmos a primeira afirmação devemos mostrar que da-
dos u E A'(il, AP·q), s < So e um subconjunto compacto K de n, o funcional em 
ego (I<, A m-p,n-q-1) 
(!.4.10) 
é contínuo na topologia herdada de .Â(-')(K,Am-p,n-q-I). Considere como antes uma 
realização n <.......+ fi e assuma que T' foi estendido a Õ. Dada I.{J E Cgo(n, A m-p,n-q-I) 
defina 
- { 'P Cf'o - O em n em ií\!1 
Então 'Po E e'(Õ, A m-p,n-q-I) e um cálculo simples fornece 
Logo, a aplicação (1.4.10) é o funcional 
C~(O., A m-p,n-q-1) -+ C 
'P ~ u(d''Po) 
Como a aplicação 
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é contínua, o resultado segue. Do exposto acima, a segunda afirmação agora é ime-
diata. I 
Vamos nos referir à seqüência de operadores diferenciais (1.4.9) como o complexo 
diferencial di~tribucional de grau p sobre !l. Note que quando Q não intercepta OM 
(1.4.9) coincide com 
Os espaços de cohornologia destes complexos são definidos da maneira usual. 
A esta altura torna-se importante mostrar que os espaços A'(n, AP•!l) contêm outros 
elementos que não as seções 0 00 de Ap,q. No Apêndice C introduzimos o espaço 
n(n) c i>'(n) das distribuições 0 00 transversalmente ao bordo (esta definição pode 
ser facilmente estendida a seções distribuições de AP·!l) e mostramos que 'R( f!) é um 
subespaço de A1(fl.); 'R.(ü), sem dúvida, é um espaço muito maior que c=(n). Para 
os elementos de 'R.( O) existe uma noção natural de traço; R( O), considerado como su-
bespaço de A'(fl) é invariante por de~ivação e portanto seus elementos têm todos os 
traços. Mostramos também que o traço natural de um elemento de R(il) coincide com 
o seu traço quando considerado como elemento de A'(ü). 
CAPÍTULO 11 
CONDIÇÕES NECESSÁRIAS PARA RESOLUBILIDADE LOCAL 
BASEADAS NA FORMA DE LEVI 
Em todo este capítulo M denotará uma variedade com bordo, de classe C 00 , munida 
de uma estrutura localmente integrável com fibrados estruturais V e T'. Assumiremos 
que 8M é não-característico. Denotaremos por m a dimensão das fibras de T' e por n 
as de V. 
2.1 - Condições necessárias preliminares 
Os lemas que apresentaremos a seguir são adaptações rotineiras para estruturas com 
bordo de resultados bem conhecidos. 
Sejam W C V subconjuntos abertos de M com W n âM não vazio e considere a 
seguinte propriedade: 
(2.1.0)p,q Dado um coei do f E C
00(Vl AP,q) existe uma seção 
u E A'(W,Ap,q-I) tal que d'u =f em W. 
2.1.1 Lema. Se (2.l.O)p,q vale, então, para cada subconjunto compacto !{' de W, 
existe um subconjunto compacto [{de V e números C> O, e E Z+, tais que, para todo 
cociclo f E C 00(V, AP,q) e toda cocadeia v E C~(W, A m-p,n-q) com Supp v c J(' vale 
a estimativa 
(2.1.2) 
onde 11 · llt denota a norma da convergência uniforme de todas as derivadas de ordem 
s c. 
Demonstração: Denotemos por E o núcleo do operador diferencial d' em C00(V, AP·q) 
munido da topologia herdada de C00(V, AP·q); E é um espaço de Fréchet. Denotemos 
por F o subespaço de C00(W, A m-p,n-q) consistindo das seções com suporte contido no 
compacto I<' munido da topologia definida pelas semi-normas 
e= 0,1,2, ... 
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Note que F nao é, em geral, um espaço de Hausdorff. O fecho de {O} em F ' e o 
subespaço Z formado pelos cociclos pertencentes a F cujos "pull-backs" para BM se 
anulam identicamente; o espaço de Hausdorff associado é o espaço quociente F 0 = F/ Z 
munido da topologia quociente; F 0 é um espaço metrizável. 
No espaço produto E X F considere o funcional bilinear 
(2.1.3) {f, v),_, j f /\v. 
Fixado v E F, a continuidade do funcional linear f ~---+ J f A v em E é óbvia. Agora 
fixemos f E E e assuma que (2.1.0)p,q vale. Escolha u E A'(W,Ap,q-l) tal que d'u =f 
em W. Como v E C~(W,Am-p,n-q), do Teorema de Stokes obtemos 
r f 1\ v= (-1)'+•-1 r u 1\ d'v + r i;u 1\ i; v jM jM laM 
o que mostra a continuidade do funcional linear v 1---+ J f A v. Segue-se que este fun-
cional induz um funcional linear contínuo em F 0 • Assim, (2.1.3) induz um funcional 
bilinear separadamente contínuo em E X F 0 • Por outro lado, é uma conseqüência do 
Teorema de Banach-Steinhaus que qualquer funcional bilinear separadamente contínuo 
no produto de um F -espaço com um espaço metrizável é contínuo; daí a continuidade 
do levantamento para Ex F, que é o que (2.1.2) expressa. I 
Vamos nos referir a qualquer função ou distribuição h tal que d' h 
Mlução; em outras palavras, uma solução é um zero-cociclo. 
O como uma 
2.1.4 Lema. Sejam p, q inteiros com O ~ p ~ m, 1 ~ q ~ n. Suponha que vale a 
seguinte propriedade: 
Existem uma solução c= h em v, um cociclo f E c=cv, AP•9') 
(2.1.5),,, o e uma cocadeia v E C~(W, A m-p,n-q) tais que 
Re h< O em Suppf, Reh >O em Suppd'v, f f 1\ v~ O. 
Então a propriedade {2.1.0)p,q não vale. 
Demonstração: Suponha que (2.1.5)p,q vale e seja c um número real positivo tal que 
Re h ~c em Suppd1v. Conseqüentemente, para cada inteiro f> O existe uma constantte 
Ct > O tal que para todo p > O 
(2.1.6) 
32 




Substitua, em (2.1.2), f por e'' f e v por e-P•v e considere (2.1.6) e (2.1.7). Se (2.!.0)p,q 
valesse, nós obteríamos, para algum subconjunto compacto K de V apropriadamente 
escolhido, 
Fazendo-se p--+ oo concluiríamos que J f A v =O, o que contradiz (2.1.5)p,q· I 
Suponha agora que W C V são subconjuntos abertos e não vazios de M com W n 
8M = ifJ e considere a seguinte propriedade: 
(2.1.0)~ .• Dado um coei elo f E C
00(V, AP•tl) existe uma seção 
u E V'(W, Ap,q-I) tal que d'u =f em W. 
2.1.1' Lema. Se (2.l.O)~,q vale, então, para cada subconjunto compacto I<' de W, 
existe um subconjunto compacto f( de V e números C> O, fEZ+, tais que, para todo 
coei elo f E C00(V, Ap,q) e toda cocadeia v E C:'(W,A m-p,n-q) com Supp v C K' vale 
a estimativa I! f 1\ viS: CflffiK,tfld'vfl, 
onde fi · 11 1 denota a norma da convergência uniforme de todas as derivadas de ordem 
::;c. 
Demonstração: Óbvia, da prova do Lema 2.1.1. I 
o 
2.2 - Condições necessárias: p E M 
Temos o seguinte resultado geral para pontos interiores de M. 
o 
2.2.1 Teorema. Sejam p E M e p, q E Z+ com O :$: p :$: m, 1 :$: q :$: n. Suponha 
que existe um covetor característico w E T; \O tal que Qw, a forma de Levi em w, é 
fortemente não~degenerada e o número de autovalores positivos de Qw é igual a q ou 
n- q. Então, dadas duas vizinhanças suficientemente pequenas W C V de p, (2.1.0)~.0' 
não vale. 
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Observação: É claro que se q :s; n-1 as hipótes(',c; do teorema implicam que (2.l.O)~,n-q 
tmnh((tJI 11ii.o Yni<•. 
Demonstração: Se o número de autovalores positivos de Qw é n - q então o número 
de autovalot"Cfi positivos de CJ-w- é q. Assim, podt·mos supor que Q..., tem precisamente q 
antovalorf's pnsit.i,·os. Clnramf'nt ... , podrmos nos limit<Jr no caso p = O. Da Proposição 
1.2.10 .c;rgnc tp!(', locH!nwnt.t•, podf'mos idf'tdificar /vt com mil snhconjnnto nhcrt.o U de 
C 11 X R" X R 71 ' conh·wlo a orip,:t'lll, qllf' idr·ntificmnos COill o pout,o p, T' COlll o fi brado 
p;rrndo prlos diff'n•ncinis dns fnw;()('.o:: hiHÚc<~s 
z. = .1'. +i li' ( 1 < ;' < 11) ) J ·} -- --· 
Olltk <"iH\n. tpk (._ nma fnu~iio TT<li df• c];1,o.;,<;f' C <'O f'lll [T 1 CO IH 1-"k f' r/ !.f' I.: Sf' êllllllando 11ft 
origem, V com o fihrndo gerado pdos cmnpns vdoriais 
d 
i) ~' i) 
-_- + -\klc,s,f)--ilz· iJs, ) k=l 
(l:Sj:Su) 
(2.2.2) 
i) d i) 
Le+l =-i) + Lf'lk(z,s,f)-i)- (I:; r:; n') 
fc ~k 
k=l 
que s;lo dctermitul<los pelas reln~ôcs ,te ortogormlicladc 
(2.2.3) 
LjZj = Ljll'k =o 
L/Zi = óii 
Lv+Cir = bc,· 
e w com r.d.~lo pnrn nlp;nm r E Rd. 




DcsiH'CCSS1Í.rio dizrr, HS funçõt•s Àjk (' jl(l; siio todns df• dnssp c= ('lU u ('se n.nulam na 
m·i~Plllj se F;. uma fnn~ilo ck dnssf' cr.c· ('IH u' 
" 
,' 
j=l (= 1 
Iniciamos rfd.Hil!Hio uma umdall(;a. liuc'íll" llílS vari<í.n·is -~k (c uma mwln.nc~a conco-
mit.ant.c nas fnnçôPs 11•k) de modo a transfflrlll~lr T JJo vrt.or (0, ... ,0, 1). Como Q...., é 
fortemente não-dcppnrrada, JWlos rrsnlb1dns da Scç;\o 1.3 pod('mos supor qnf' 
(2.2.4) 'Pd = q, + O(fz[ 1 + [1[ 1 + [.<[ (f:f + fsf + [1[)) 
onde Q d é a forma quadrática 
(2.2.G) 
Aqui estamos csnn·cndo 
(2.2.G) 
::' = (:J, ... ,.::,,) 
i 11 = (f t1+ 1, . · .. · , f u') 
niHk O::; O' ::; 1', O::; f]::; 11 1 silo t<~is rpw o+ /i= q. 
Com ê > O n ~wr Pscolhido efdnmnos a mndnnça de vnriaVcis 
f' filll\})!,'111 f'SctT\Tlll!JS 
Tc•Juc>s 
. _, 
t1 =E f r 
_, 
ll'k = (_ ll'k 
l ::; k ::; d; a const:mtc· é inrlqlf'nd('nte de E. 
1::;js;1' 
!<k<d 
1 <: !· <: d. 
Tomnndo outro l!Úmcro t: 1 >O, tnttll>c'·m i! sf'r escolhi rio, cldinimos 
" 11 = ~~·.~+i e:' L ti·f. 
L---1 
lflri' t'>1Í leu lo sim plrs fornecc• 
ondr C· r 1\JIJ',l (OJlSI<llliC' inclqwnrkntc• dc• ,- (' [ 1 • 
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(2.2.7) O< c< e'< 1, Cc < 1 ' -[ 4 ' C( ' 1 E+e)< 2, 
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oiHI!' C' é nnm const.nutf' qw· nnt.ccipnt11o;.- iHJHi e, r·o1uo YC!Tillos, indq)('ndc de E e de 
E'. 
Ncst.r· inslillltf' esl.ilo fixnd:1s n.s rnonknadils Z, .~. {hem como ns fnnr/)('s tfr~;, qnc 
passnrcmos n dcnot.nr nonunrntc por z, $,f c 11'J.:- Tonwmos il vizinhaiH:;a Hlwrta F CU 
rif' t:1lmor\o lflll' r•tn \" 
lol2 + 1·'12 + 111 2 < 1, Cl,l' < ~· 
Com cstns f'srollws segue qtw f'lll F 
~(jo'l 2 +c' 1·'12 + jl'j2 )- ~(jo"l 2 + jt"j 2 ) 5 lmh < 
~WI' + ,' 1-<1' + lt'I'J- ~(lo" I'+ lt"l\ 2 2 





l1 1 = í h -- 2( I:' 12 -I- jt' )2 ) -- 2E 1 L u·f 
k=l 
I ., ''11 "I' I 'I' I"). =I I -- ::. I f ). 
L 1 h 1 = O se n + 1 ::; .1 S t' o11 ,, -\- d -t 1 S J ::; 11 
L)h'l =o S{' 1 s; j s (\ 01\ 11 + 1 < j < 11 + (3. 
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Por ont.ro lado. taml~m ('111 F, 
2 2 2 Q, S coost..(l=l + 111 ) 
ri!J>IIR,I s "''"''Lll=l' +H'+ 111'J 
2 2 2 S roost..(l=l +r' 1·'1 + 111 ) 
E
2 llf S nmst -IH'+ r' 1-sl' + 111') 
d 
(2.2.11) 4c' Lith + tRd S C''.,.'!l.o(' i<' H' 1·111.'1 
k.,-,J 
O!ldt• C'1 {• 11 COIISÍilllÍ(' <!lH' ill\t('Cip;l!l\0:> I'Jll (2.:2./}; JH;SÍill, dt• (2.2./), (2.2.1{)) (' (2.2.11) 
S(\l!;lH' f!llf' l'ill \' 
(2.2.12) 
V:nuos np;orn !los utiliznr do Lt•m:l 2.1.1' par:1 r·onclnir a clPmonstrnç:lo: 
Scjn lr c v outra vizinlww;n alwrtn da origem(' ÍOJlli']]\OS t/• E c,::-:-·(lr) ("()Jtl t/1 ::;:- 1 
1111111n fprr('irn vizinhnn~n da orip;c•tn: t•xis!P port:mto 11111 núnwro n•nl1, >O tnl qnc 
(2.2.13) Sop1"'"' C C { ('. <, f I ' I o I' ·I c' H 2 + 111' > 4/r). 
(2.2.14) N h t'p = pTif•cP 'dZo+l A ... A rl"?, 1\ tlf 11+1 1\ ... I\ df,~,l\ 
dz 1 1\ ... 1\ d::,, 1\ rlw 1 1\ ... 1\ dwd 
Dt• (2.2.8), (2.2.0) I' (2.2.13) concluimos fjllf' 
(2.2.H.i) 
f,, E c=(l·,,\"·'J. 
· E c·~·(tt. \"'·".'1 1 f' '(' ' J • 
d'f, eo O 
Euf.iío, dndos 11111 conjunto f'Oillpnrt.o ilrhitníTio !\"(_,.f' r E z+. f' filZf'llflo-sr K' = 
Supp r/• CC l1' l.f'tllos df• {2.2.12) f' (2.2.15) 
11! 11 111, 11 < t >.w _,, p l\-,f f I' I' ( _ COIJS "fi 7 .C , p >o. 
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Assim, pnrn.. cotn}Jld-ilr a flrmonstrnr~;lo, i- :-;ttfirif'Bif' mnstrRrmo." qtlf' (cf. LPmn. 2.1.1') 
í >o. 
Tf'lllOS 
ondr D = dct.(I -1- 1'-[ .• ): IP-• d('nota n mntriz (~ü) . 
'-·~ 1 'S_j,k'S_d 
.r'= ..JP.r, y' = J(iy. / = ..JP::., f'= J,it. 
Fi nu nos f' I\ til o com 
(2.2.1G) 
( 
' ' ' I' ) 1"2 I 1"2 t'l 1 1 ./' Y 8 
= -2(1z I +c I' I +111 J+2, 1'11'1 ~,,,~'''~!''~!' p p p p 
· I I /2 I T !J .~ 
( 
' ' ' I' ) 
- 41é p 8 ·'P pl/2. pl/2. pl/2. (11/2 
1\fHs p<lrn pontos (.r1 .y1 , ,q 1, f 1) E f' 112 Snpp li' t.f'TllOS, p<1ra cndn k = 1, , .. , d 
I ( x' y' .<' t' ) I I ( z' I' ) I I ( z' ·'' f' ) I 'Pk pl/2 1 pl/2' f'l/2' pl/2 ~(/A. pl/2 1 p'/'2 +e n/.: pl/2' pl/2' p1/2jé 
I (1'1 2 '1'1 2 1'12 ) < - ronst. ;; +..; .~ + f . 
p 
Assim, o intPgrando no srgnwlt1 lllf'tn!mJ rl1' (2.2.1G) f'()ll\'('1'1-~t· pontt!!tlmr•tlff• a 
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um:1 vf'z. qnc. 1/'(0) = D(O) 1; por ontro \mio, p<~r<l p suficíc•ntcuH'Htr p.;rnnclc~, o inte~ 
graudo c: limitado por 
o Cjllf' romp\d.a Hossn prova. I 
No import.<Jntc• C!lSO de• c•stxnt.nras cn. ( lllll<l r.strnhtra ÍIIWlilll.iva ~~ ditn dc• Cattch.y-
Riwwnn (ahre\'iad:l!\H'llfl', CR) S(' T'-+- "'t =c r· _\;f 011, Pcplindc•Jtlf'lllf'lllf', v n v= 0), 
oht.r>mos o sf'guint(' corolário: 
2.2.17 Corolário Snponh<l rpH' a rstmtnrll lornlmcntr intPgníw·l de· .. vt ;. cn. Dndos 
p E ,\..1, p c q iutr•iros, O :'S p :=::; 111, 1 s; q -:=:; 11, suponha que existe nm covdor 
cnn1derístico L<-' E T; \0 t::~l cpt{' (J,,,, a fonn:1 de· LP\"Í Pm ~..<-',é niio-dc·p/'Iwradn f' o número 
de nnt.twalnrf's positi\'os dr Q.,.. é ip.;nnl a q ou 11- q. Ent.i'io, d;Hlns dw1s \'Ízinhmu::as 
snficientc·m<'nk pc•qm·mts H' C F ele p. (2.l.O);,,q wlo ,·ali'. 
Demonstração: D(• fato, 1\f'Stf' f"ílSO v n 'i}= IL I 
Nf'sh· f"ílso, tnll!!il ,-jzinlmw;<t d(' nHln pmd o, V ~~ ~rT<Hlo por f"<!lllpos \"dnrinis n·nis f' T' 
por 1-fonuns n•nis. Emhora nilo sPjn dl' 11so r'fllTI'Ilh', din•uJos qw• n f•strnlura im·olutiva 
dl' .VI é n·a.l 1w ponto p E .VI .'if' ]'~ = I~':. bto, c\;n·n, r: lwm llli!Í.'i ~t'rnl. Com f'Hln 
ddini~;lo podemos f'llllllCinr o Sf'P,Hilllf' r·orobírin: 
2.2.18 Corolário. Suponha. qtH' n f'Strutmn locnlnwutf' intt>gnÍVf'i dl' .·VI f. real no 
o 
potüo p E .1\..1. Dados inkiros ]J, '1 com() :S ]I::; 111, 1:::; r; s; H, sl!pot!lw tpt<' f'Xistc nm 
cnvf'~.nr rnractPrí>dico w E T~ \O t11l quf' CJ~-· n forma <h• Lt•\·i em u.!, é n;\n-dPW'Ilernda 
t' o número de nutnvnlorf'S positivos dr Q ...... é Í)!,tt<ll n q ou n - q. Entiio, d11dm> dnas 
vizinlm.nc;ns Sllficit•IJif'lllf'UI.r !lr'(jllf'llílS n· c: F 111' p. (2.1.10);,,q ll~/) \'/l'l'. 
Demonstração: Dr· fato, IH'Sit• cnso Vp =(V n Vlp- I 
2.2.19 Exmnplo. Cha.nu• r\P :r,y,~ <l.'i conr<lf'lliHlas 1h· R:~. A ('strutura de Lcwy P n 
estmtnra CR ddinidn pelns fnnçÔ('.'i::: = .1' + iy, w =-~é,+ i 1:::1 2 , i.c., o fihnHlo rot.angcnte 
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d<~ estrutura é gerado aqui por dz f' rhl'. O fi brado tangf'tÜe é gcrfldo pelo campo vetorial 
de Lcwr 
(2 2.211) 






D D r. ~ -· + ;: -~ 
Do Of. 
[LLJ 
O cmljn11to f'Hrackrístico, qtw aqui~~ um filn·ado df' linhil:c:, /·gerado p~"la fonlHl rral 
0.' = ri[. + i( ::d:: --:-ri-:). 
As;.;im, (k (2.2.21) !' d;t ddini..;iio dil formn dl' IA·Yi, Qw ~~ positit·n definida em todos 
os Jlnnh>.". Sq!;llf' cntii11 d11 C'tmlhírif• 2.2.11 fjll!' n cstrnl11ra ele Lcwy uiio {• localnwnt.c 
n•soh'n·d f'lll ponto nl,c;11111 df• Tt:1, 111'1!1 1!\f'~l\to no !-'f'Htidn d1• c\if'lt.l'ihHif;(ll'~. 
No cnso pnr!irnlm· rm qnc 111 = 1 (i.r•., T (· ç;('rildn, locnlmcnle, Jwlo dif{·rcncial de 
1\IIHI únicn fnnçiln z dr clasS(' c=) f' n estrntnrn km formas df' L<·Yi niirHlcgcncrndas, 
po1kmos fonmtl:n· cotHliçr~>cs nr·ccss;írins p<ll"<t n·solltl)ilidcHk !IH'1tl em tr·nttos da homolo-
gia singular das fibras da estrutura, conjtmtos nos qu<Jis toU<1s <lS soluç(ws dássica.s das 
cqmtçõrs homogfne;ts são const<mtes, cuja exi:.;t(·ncin é assf'gmada pelo Trorema 3.1.0. 
Nest.f' cnso, nmn .sist.Pnm dP coordenaflas mm·eniente (Vejn SPção 1.3), Z t.em a forma 
z ~ '+i{~(l; +···+li .. IL,- ... ... f~,) 101111" + 1'111,1+ 1'111) 
p11r<l <1lp.;nm intc·iro ~-.O::; l· ~ 11. Do LI'!Wl dP ~fors(' co!ll pnnlmdms (YPj<~ [H3j) sr•guc 
ljlH', <lpr'Js 1\tWl ttmdntH;a rir• roonlt'WHhls nprop!iHda. Z tcní a forma 
ondr• 1/• (• 1\!Wl f11w;i'io n•al. As fihrns dr• Z f'lll \·i:;inhmH;<~s apropri:Hins dn origr•m em 
Ru+l teriln pnrtnnt.o a hmnolo.e;in dn f'Sff't'il s/.:--l OI\ r la csff'ril sn-.1.--l 011 a de 1\Jll ponto, 
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conformr os valores dos quais das sÃ.o pd~im<lgf'ns trnham parte imaginária positiva, 
rwp:;nt.ivn, otr unia r·l·spr·ctivnnwtdf'. Assint. st· p:tra <~1!!;11111<1 fihra F rk Z o SP\1 (q- 1)-
ésimo esp<H;o de homologia rcdttzida ifq-l(F) for não t.rivin.l, f!q-l(F)-/:- O, Pnblo k = q 
011 l· = n- q r· 11s bip/tt<'S<'S do C'orol<írio 2.2.18 cstiio sntisfpjt.as. 
2.3- Condições necessárias: p E D.\.1 
Aqni t.rat.nremos Sf'}Hlradauwntf' os ('ilSOS ( CN ... D ... \.-1 )p 9'- T~ + 7~ f' ( cN· D.A.-f )p c 
T~ + T~. Pma a nofnçií.o n.ff'rimos o kitor à S('t;iio 1.3. 
2.3.1 Teorema. Sf-ja p E (J_.\.1 t.Hl (jllf' (CN•J.\;f)p rj_ T~ + T~. Darlos inteiros p, q wm 
O::; ]J S m, 1 :::; q :S 11- 1, snponlm qtH' exish• 11lll cow•tor cnractf•ríst.ico ti' E T~ \O tal 
qnr 
(i) CJw c CJwR silo ambas fortrmcntc niio dl'p.punad;u.;. 
(ii) O uúmr·ro dr· aul.onl.}orrs positivos df' Q ...... ~~ ip.;nnl no nÚ!llf't'o df' nulmtllorr~ posi-
tivos df' Qw f' <Huhos silo ip;nHis a q 
OI\ 
O llllllH'l'O dP ;ndondorcs po:<itinlS rir• O~·" r· ip.;nnl n 11 - q -- 1 r• o 111\llH'ro dr 
aut.m·Hion•s positivos rir· Q ...... r"· ip.;wd 11 n -- rJ. 
-- ~ (iii) (V n V)e" c (CTO.I-1)". 
Entiio, dadns duns vizinlmnr;ns ,o;uficir·nh·nlf'Jdf' pr·qw·tms n· c l. rlf' p, (2.1.0)p,q nilo 
\"lJJr•. 
Detnonstração: Clnro, podf•mos nos limitnr no c:1.so p =O C' snpor qtH' ns fornms de Levi 
Q ...... e Qw0 têm, cada uma de! os. prerismnf'ntc q <111tovalorcs positivns; Q..._. 8 terá então n-
q -1 c, (} ...._., 11- q n1ttoYa \ores nq:>;a ti vos. Tomemos 11111 sist.c11m rle coonknfldns U em torno 
de p cxatmnf'nt.c como na Proposi,iio 1.2.7. N!'st<Js cnonlcnmlns o ftbrndo V é gerado em 
U pelos cmnpos \'r•lotiais (2.2.2) rldermin;Hlo.o; pdns rd:H~r)r•s de ortngonnlirlndf' (2.2 .. 3). 
Podemos assumir qnC' w = d.~dlo- Como q'"', é wlo rkp;cncrl'lda, pelos rf'snltndos da Seção 
1.3, podemos nssnmir t.nmhf.m ljllC' (2.2.4), (2.2.G) P (2.2.G) Ynlcm. Todnvia, U n~o é 
lll<liS, ('111 p;r•rnl, nmn yjzinhniH;H c\;l orip.;f'lll ('111 C~' X Rd X nn'-l X R+: !l.,l!;ora [T f. lltflfl. 
vizinlww;a ahcrtfl íla origem num ~cmi-cspaço kdwdo df' C~-' x H..'1 x R"' e o bordo de 
u ,, 
.AA 1.'111 U /• (Jmd.l• 1le) 11111 hiJH'I"!linlH' 1ln fr n-ma L f,,f 1 t- L i i 1 z j +o j Z j :-::: O f"Olll f11 E R 
,., ] j=] 
('a, E c. Como por hipútc.<w (V n V)j;-~ c (CTD.·\.1)p. Sf',f!;llt' <jllf' (/) =-=o, 1;:;, j ~ ,,; 
n' 
assim, o bordo de M em U é na n~rdadc nm hiperplano da forma L btit = O. 
f, I 
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Obeerve agora que (VaM n VaM)p ~(V n V)p n (CTiJM)p; dado que iJM é nao 
Cfltncteríst,ico, do Corolário 1.1.22 concluimos (}1lf' dimc(VnM n VaM )p = dimc{V n 
V)p- 1 = 11.1 - 1. Como por hipótc~w CJw i· niw dt•gcnf'radn Clll (V n V)p ('em (Va.M n 
VAM)p), srp;w• dn ohscrvnçi1o [!'it.<l no tÍitiwo paní.c;rnfo dft Sf'çilo 1.3 que Q..., é nfio 
dPp;Pilf'rHda f'lll V1~ c <'til (Vn,-\.1 );; nssin1, /• possÍ\·~·1 f'fd.unnnos 11ma mudança lim·nr 
na::; vnri:ívdR 11 , ••• , f 11 , <k mo< lo qtw, llilS H<n·as vnriiÍH•is, qnc aiJHin df•notanlos por 
i1, .. . f,,, L,,Hip E (Vn.,,fl~,. 1:::; f S n'- 1, !.,,! 11 E V~ f' { L,,+rl,.lt::::r<''' forma uma 
lmsf' mtonormal de (V n lJ)p com n'."JH'Íio ao produto lwnnitiano flw nssoe'iado n Qw. 
Como Ow,., c Qw tt;m ignnl núnwro df' ;uttoY<llon•s posit.ivos, possivf'itBPiltP após uma 
lnlrdcun.çilo das n' -1 prinl(•irns Yllri:Í\"I'is f,, tcn·ntos ainda (2.2A), (2.2.5) e (2.2.6) com 
a + (J = q. O bordo de J\.1 f'lll U srní, 11p;ora, dBdn I)(' la ff'lnção t n' = O; U é portanto 
1\ll\H vi:t~inlum~n nlH·rtn ela orip;{'lll C'lll C'' X Rrf X R"'-! X n+. Em U, () flhnulo v é 
gf'nHlo pdos campos vctmiais (2.2.2) ddnminndos pd<ls rclaçôcs (2.2.3). 
O rcst.Hnt.c ci<t proYa seg11C' JHl.rald<l!TlC'Ilt.f' à provn do Tc·on·ma 2.2.1; definimos h, h1, 
h2 e 1/· f'Xntamentc como foi f('ito lá. Ddiuimoi'i fP (' 11" por (2.2.14); o "pnll-hack" para 
o hordo d(' vP, ib(n,,), se anula icleuticnnwut.c c' cnmplc-t.<lmos nos."m prova fn7 .. eudo uso 
do Lf'ma 2.1.1. I 
2.3.2 Corolário. Snponh<t (}llf' (1 ('st.rntnw lornlll!f'lltf' iut.cgrávcl ele· ./\;f r f('Hl no ponto 
p E D.~Vf. Dados intc·iros z', q t'om O :::; /' :::; nL 1 :::; q :::; n --- 1, s11ponlw CJIIC' ('XiRt.r um 
covf't.or característiw L<..' E T; \O tnl qnc 
(i) Qw <' CJwn si'o nmhas nõ.o dcgrnrrndilS. 
(ii) O tlÚIIH'ro de ant.ovalorc's positi,·os de· CJw11 ~~ iE?;H<li no uúmcro dr nutovnlorr::> po::;i-
tivof! de <Jw e ilmhos s<io igu;lis a q 
011 
O ntmwrn dr illltovnlon•s positiYos de Q,,_.n c• i~n;1] n 11 - q - 1 c o nÚlllC'fO de 
ant.ovn.lorf':'i po..,it.iYos df' Q..._, P igwd il 11- q. 
Entfí.o, dadas duRR vizinhanÇilS sufiricntrnwntr prqlH'!lRS n-· c l' de p, (2.l.O)p,q não 
v;de. 
_, 
Demoustração: D(' fato, llf'Str rnso ( cs· D.M )p rt r;, + T P' pms D . .\.1 (. niio c:arac-
tcríf!t.ico, {' VP = (V n V)p. I 
Pnm podc·rmos enunciar o tenrcmn <l seguir twn•ssit;acmos das seguinte,; definiçõ('s: 
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2.3.3 Definição. Dados um ponto p E DM e um covetor rf'al fJ E (N*BA1)p \O diremos 
Cf11P O n.ponf.a ]Jfl.1'n. fnm tlc .A;f sr (R, n) >O pnra todo vPtor v E (T;'vt)p ;1pout.nwlo para 
fora de .A1. 
2.3.4 Definição. Seja p E 8,~\.1. Dado um cow•tor característico w E (TaM)~ diremos 
que w n.ponta para. fora de M se Im( e- 1 ((A,')) E ( N* D.A1)p (veja Seção 1.1) aponta para 
fora de M. Dirrmos qttc w é- tnngnde (1. • .A1 Sf' e--l(w) for l\111 co•:dor f('(\1. 
_, 
Se (CN*DM)p cj_ T~ + T P todos OR cow~tore!'; <'amctcríst.icos em (Tr'JM )~ sfío tangentes 
_, 
a .i\.1; é prccisament.c para pontos p E D/\.1 com ( CN* 8.:\4 )p C T~ + T P que cst.a definição 
t.f'Ill iut.crcssc, como most.ra. o teorema <1 S('guir. 
2.3.5 Teorema. Srja p E D.:\.4 1-<ll qnr (CN*D .. Vf)p C T~ + T~. Dndns int-eiros p, q com 
O$ p $ m, 1 $ q::; n -1, S11pnnha qu(' rxis!.c 1\lll covd.or 'anlctrrísti("o u . ...' E (TnM )~\O 
t.<d 1f11C 
(i) w ,; t.angmt.e a .. ~ on "J>"Illa para fma d,, .~. 
(ii) CJw ~ fort.<·nwnt(' niln dq~pnerada. 
(iii) CJw t.cm q nutovalorcs positinJs f' 11- '1- 1 ;nJtoYalorcs IH'gatinlfl. 
Bnt.iio, rhulas dnHs \·izinll\111<,:1~ f'Hficir•tdr·uwnlr· J~~'rpwnils 1F C \' dc· p, (2.1.0)1,,q nii.n 
vn.lc. 
Demonstração: Podemos supor p = O. S1tprmhnmos q11r cxistf' w E (T;u,-1 )~\O 
satisf<tzemlo as condiçües (i)-(iii) e t.omr·mos nm siskmn dC' coordrnndns U em torno 
dr· p f'Xat.amr•tÜP ("'Oilln nn Proposir~iío 1.2.0. Nf'sl ns coordcnadn,o.;, nm c;ílndo ::.implcs 
mo;.;t.ra qnc as rclaçtws de ortogonalid<Hif' 
Ljzi =Ljwk= o 1 ~J ~n, 1:::; 1::; 11-1, os; t~::; d 
LjZ,=óii l:St,.JS.v-1 
Lv+lt,. = Ót,. O S. f, r ::Ç n' 
LJfc = LvHZJ =O 1 'S_ j :::; '' ~ 1, O::;: (::;: 11' 
definem os campos vetoriais 
(2.~.G) 
D "._ D 
D-1 + I>fk(O, •, I,, I)·"-( (J.~k k=O 
l<;,i<;v-1 
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que formam uma base C 00 de V em U. 
()conjunto carnd.r•rísl.if'o (1;'JM J;: ~~ p;nado por d.~,)0 , r!.'l 1 )0 , ... , r/..,,1) 0; {pmlcpwr co-
vetor característico na origem terá a f'Xprossito r.ds/ 0 com r= (r0 , r 1, ... , rd) E Rd+t. 
Colllo, por hip/lf.f'sf', w {· t . .a!lp;f'IIÜ' 11 .. ·\.-1 011 apont.a parn forn dt• ;\;f, f'SCrevcndo-sc 
w = r.d8)0 tcn•mos uecess:'lrinnwnt.<• ro ;:=:: O. Assim, basicamrntc, t.cmos dois ca::;os 
a di::;cut.ir: T 11 = 1. r,= O. Através <lf' nma mwhuu;a linc11.r uns v;,ri;Ívf'is ,çkl O:=; k $ d, 
podemos assumir que r= c,= (1,0, ... ,0) 011 T = ed = (0, ... ,0,1). 
Suponha qnc a flfirmaçfio f. vt>rdadt•irn pnn1 r = r 0 (i.<'., v<•nln<kira parn qualquer 
covd.or çaract.erúd.ico apontcmdo pflrn for;1 de .. Vf); f~ uma conscqiii•Hcin fllcil do Teorema 
dr Rmwhf. da. tem·i;l de fuuç(ws dr• lllll<l ,·nri;ívcl complPxa fJllC 1111111 Jli'CflH'll<l pcrt.nrhnção 
de e a da forma T 1 = Cd + bc 0 , b > O, produz lllll covdor caradf•ríst.ico w 1 = T 1.d8!0 E 
(ToM)~ 8pont.ando para fora de i\-1 tal que a forma de Lcvi em 0./ também tem q 
autovalores po:::;itivos c n-q-1 nntovnlon•s ncgnti\"(>F: c port.<mt.o a nfinuação também será 
verdadeira par<t covctores cnradcrístil·os hmgciJtrs a .t'-1. Assim, é suficiente provarmos 
a afinnaçilo para"-'= Co.dsl 0 = d.~olo· 
Como Qw é fortemente não-dcgcncrRdR, pelos rf'sult.ados da Seção 1.3 podemos supor 
onr\(' Q, ~~a fonnn qnn.dnít.ica 
com :: 1,z11 ,f 1,f 11 COliJO em (2.2.G) c O :S: r\~; 11- 1, O :S: ;i~ 11 1 , (\' + j'i = q. 
Efd.uamos a nutdnuçn de vnri:ín·is 
-I 
Zj::::: E z1 
-2 8/.: =E 8J.: 
~ -2 i 0 =E f 0 
• I fr=f-f( 
e também csrrcn?mos 
-2 




1 S ( :S n' 
os k s d. 
Ú10 = So +i {lo + QoU.l) +E Ro(Z, -~JoJ; E)} 
,;., ~ s, + i(Q,(Z,i) + ,R,(Z,i,i,,i;E)) I S k 'S d 
UNI C,, "'1 P 
!!lf!UO!~C) •t~<ill,,c 
--
onrk cada Qk é uma forma qnnrlnHint f' 
O:=:; k :=;ri; n ronf'tmltf', é indrprndf'ntl' df• E >O. 
Agora ddinimos 
" I - ,,~., I :-:: 11', t- IE L 1/'k· 
1;--ofl 
Oht.f'mos cnt.iio 
lrmh- (I- 2E'i,)q,- E' 1-•1'- i,+ E'T::I 
S C'{cllil' + 1-'1 2 +fi,['+ [i[' I+ c'ilil' + 1-'1' +[i,['+ [i[' I) 
e rscolhcmos f: c e' d<> modo fJtlf' 
(2.3.71 0 < ê < 1': 1 < 1, C(EtE') < ~-4 I C' E'<-4 
onde C' é uma conshmtf' indq)('ndf'nt.r df• E: c E1 rptr ant .. ripamos nqni. 
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N!'St{' instnntr• fixnmo.'l IHol f'()()t'(\f'Hilfifl~ ::, .oi, i,, r \)('111 1'01110 llS funçÜf'F! li'.b que pn."'~ 
smnos a dcnnt-nr por:::, s, t(j, t r ~~'k· TomnnHJS n ,·iziuhrmça ahcrtn \'C[! de tal modo 
fl\lC í'lll \í 
(2.3.81 2 2 'l 2 1 1:1 + lsl + 111 <I, C'l<l < ;j· 
Com cst.m; escolhas scp:;ue q1w rm F 
I 11,1 < 2 
~I lz' I' + <' 1-•1' + lt, I' + lt' I' I - ~I 1:'' I' + lt" 1' I + t, - t; s hn h s 2 2 
~llz'l 2 +E' 1-•1 2 + [t;[ + 11'1 21- ~11:"1 2 + lt"l21 +I,- 1; 
Introduzimos agora as funçôcs: 
" h,~ -ih- 2(1:'1' +li' I' I- 2c' 2:: ll·l 
l=O 
h,~ ih- 2(lz"l 2 + lt"I'J- 2(1 + e')t;- 2pt!, p >o. 
De (2.3.6) segue que 
(2.3.9) L/lo =O se a+ 1 :S:j _:; IJOH 11+/l+ 1 :S:j _:;n 
Ljhp =o Sf' 1 ::::: j.::; H 011 ,, + 1 ..:; j ::; 11 + (1. 
Cálculos simples fornecem 
(2.3.10) d 




\(p,f,) = --t, ~f~-- 2pf~. 
Lf'mhrando que {'lll U f, _:S O, d(• (2.3.8) scgll<' qnl' 
(2.3.12) I, + 21; <; O <'m V. 
d 
(2.3.13) 4/,<p, + 2 L'Pl S C'(lzl 2 + 11,1 2 + 111 2 ) em F. 
i.·= O 
Segue então de (2.3.10), (2.3.12), (2.3.13) <' (2.3.7) <JUC em V 
(2.3.14) 
Iremos agora nos utiliz<lr do Ll•ma. 2.1.1 parn rondnir a ch•monstrnçiío: 
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Sc•jn. lV C V out.ra vizinhança alwrta cl" orippn c tmrlf'mos 1/J E C~(lr) com 1/J = 1 
nttrnn. t<'rccira viziuhnnça dn orippm; c•xistr• podmdo um uÚJllrro n·nll' >O tal que 
(2 3.15) Suppd</•CC {(z,.,,l,,l)' lzl 2 +e'l-'1 2 +11,1 2 + 111 2 > 4b). 
Not.c· n.e;ora que :=;e 
M(p) ~ wp{\(p,l,), t, E R), p >O 
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r•nti'io Af(p)----+ o (plllndo r-----+ C<'. Assim, se p (· sHficif'llif•IJH'IIif' p;n11ld(', di,e;nmos p 2: Pr)) 
!.r·n•tJltlS 
(2.3.16) 
Pnra csHla. (l 2 (l, drfiuimos: 
f 1, = c" 11 "dZ 1 A ... A rlZ,. 1\ df 1 1\ ... I\ dt 11 
11 f' = p J:t l/' crh P r!Z <>+ 1 1\ ... Á d: v- 1 1\ df iJ+ 1 1\ .. , 1\ di n' 1\ 
d::, 1\ ... I\ ri::,_ I 1\ rlll'n 1\ rhr·1 1\ ... I\ du•d 1\ dt,. 
De (2.3.0), (2.3.11). (2.3.1G) c (2.3.1G) cow·luimos que 
(2.3.17) 
• E c·=( li. ·\"'·"-ql l I' 'r '' ' 
Então, dados Ulll conjunto \Oill]Hld.O ilrhit.nírio /\" c v (' ( E z+ fac;mnos I\' 
Snpp1/• CC n·. DI' {2.3.!J). (2.:-l.H) r• (2.3.1:-)), 
.I) t'· su!i<'ir·nlr· mo.•d rnnnos qw• 
I/ I,, .,. . !, 1\ ,., ---t l- I cfll . 
TPIIIOS 
ondC' D = dd( I+ ''f'.• ). 
Na int.t•gr<tl f'fpfunmos a mttdnnçn dP Y:nÍ;Í\'!'Ís 
Ficamos cnU:io com 
(2.3.18) 
olHlc 
( "" y' .s' ~~ t' ) H= p(ho + hp) 1/2• 1/2~/2' ~/2' ~/2 (J f' f' fl (! 
= -2(fz'[ 2 +c' [s'[' + [t~[ 2 + [1'[ 2 + [1~[1 )- 4iE'.s~t~ 
( ' ) · I I /2 I .r - 4u: p .~ .rp - 1- .... pl 2 ( ' ) I 2 X +2orll'l p112··. 
_, I /2 > ( ,,.' ) +4~p f,<p,, 7,1fi···· . 
Assim, o int.r·grmnlo no S('gnudo llH'lllhro rk (2.3.18) f'nm·r•rp;P pontunhu('nt.<• a 
Por outro lndo1 Jl!Hil p suficiPntcnwnte p;r;mdl' o integnmdo r~ limit ndo por 
l; .r,.A•·,.I-· 111 ,,-= 
onde 
1 = { _ c-2(1:1'+!'1-•l'+ltoi'+IW+Itol~l--h~',.,otnd.rdydsdf,df. }R7"+<~-!xR_xRn' 






o que completa nossa prova. 1 
Para f'~t.rut.onu; de Canrhy Hif'lWlllll h-mos o sq~uint.P intt·n•.ssauh• rorohírio: 
2.3.20 Corolário. Suponlw qnf' n rstmtma londn!f'ntr int.rr;ráw·l dr· A1 f. CR. Dados 
p E DA1, ]J e q intl'iro.s com O$ p ~ m. I $ q.::;: n- 1, snponhn qtw existe um covetor 
cnradrrístico v..' E (Ta.J.A.)~ \O tal qll(' 
(i) w é t.augrnt.c n }vt ou npont.n pnra fora <lf' j\.1. 
(ii) Qw tem q autovalores positivos(' n- q- 1 autm<llores ncgat.ivos. 
EnUín, dndns dmL" vizinl1nn<;ns sHfirir·ntt•ll\t'llft• !H'f!lH'!l<lS ll~ C\' c\1· p, (2.l.O)J',q n:1o 
vai f'. 
_, -
Demonstração: Clmn, llf'Stf' cnso T'-+ T = CT* _Vf f' V n V= O. I 
2.3.21 Exemplo. Chauw de ::; =.r+ iy. (=f. f i11 f!s coordcundas f'lll C 2 t~ considnf' 
aí a f'.'\t.rut.nra rompkxa cldi.nid:~ pm d::: (' d(. O fthrndo lnngc•nh· dn c.strutura, V, é 
I I I . . ·1 I f " " 1'/'t"1H o pf' ns t fTI\'iH;of's illllt- 10 omor ns ii~· i/(' 
é:= {(z,() E C': a(.•·.yJ,•J) =O} 
ondt• 
'l '1 
cr(.t,!J,(,•JI = •J-(.c j y ). 
Note que~ tem a forma de lt x {pRntholóiJc}. Considere também ~+ = {a 2: o} e 
~- = {a :S: O}; ohYifllllf'lllf' DI:+ :::o: D~:- '"'"'I:. A t•st.rul.um fnnp;nlh' indur.ida Clll B (~ 
gerada pelo cmnpo yctori;tl tcm~cBrilll dr Canchy-Hif'nl<l.llll 
D . D L=--'>,--ilz - · DZ' 
{Em ('OOnlemtdas .r, y, e' L é o CH!IlJlO \"f't.orial dt• IA•wy (2.2.20)). 
F 1 L "+')'-r'J "fi HZf'IH O-SI"' = a~ -1Z iJ( \TTI Ci\lllO.') (jttl' 
(2.3.22) 
O nmjtwt.o carildf'rístico (T":.:)", qlH' aq1!l /· tllll filn·ntlo n•al ,],~ li1Jhas, /· p;Prado !'Ill ~ 
pda formn n•nl 
1 . 
"-' = 2(d( + d() + i(:d0 - zdz). 
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É üícil ver que se () = d(- 21Zd:: C'tltc\o 
'-'-' = Hd1 da = Im 8. 
É iutf'di;ltn (•nUlo q111"' &-' :lpont.n pnr<l fora df' ~~. Por out.ro IHdo, dP (2.3.22) e da 
definição de formn de Lcvi, CJw f. positiYa-drfinida em todos os pontos de ~. Segue 
('llt.iHl do Corol:írio 2.3.20 qw· a H'.">triç~o a ~- da estrutura romph•xn dP C 2 não é 
Jocn!lllf'Ilf.C l"f'SOJÚw•J f'!ll pont.o n]gl\lll df• iJ~-, llf'lll lllf'SillO l!O 1WUf.ido df• distrihuiÇÔ('S, 
A rest.rição a ~+ dn estrutura acima é loralmf'ntc resolúYel em todos os pont.os de r+, 
conforme [A-H]. 
CAPÍTULO III 
('ONilJÇ(ms NECESSÁRIAS J·; SUFICIENTI•;S 
PARA RESOLUBILIDADE LOCAL DE ESTRUTURAS ANALÍTICAS 
DE COI'OSTO UM EM VAIUEIJADES COM BORDO 
Neste rnpítuln )vf dcnot.ar<Í umn Y<lril'dadt• COlll bordo, analít.icn, !lltlllida de uma 
('slrut.ura localnH•nl<' intcgnívd, t;Jmb/•m ;uwlític;~, coru fihrado t<mgcute V c fibrado 
cot nugcnt.c T'. Assmnimos qnc o hordo D. \.:1 P níírH'nrnd.<•ríst i co f' (JUf' a dimcwülo das 
fihr<~s ri<• T' f:. ip;nal n nm; T' f~ f'Uiiío um fihrndo df' liuhns. Df'not.muos por 11 + 1 n 
dimrnsiío de ;\;f r nssumimos 11 > L 
3.1 - A Propriedade (P) e algumas considerações geométricas 
Lornlnwutc, T' {• g<·rado pelo dif<•n•nci;d d<• nma t'mira função analític<l. Seja cnt.ilo 
U nmfl vi;;:inhnnçn ahrrt.a de 11m ponto p E ;Vf ondf' T f. p;c•rado prlo diff'rcncinl dZ de 
11m a funçiio amdít ic;1 Z e considerf' a sf'gnint.c proprit·fhHir: 
I I' I 
Por fihrns dr· Z f'll! 111101 vií',inh<lllr;a l" d;• p t'lll .\.-1 r'TJh•ndr·mo~ n.o;; prf·-im<~gr·u~ dr pont.o~ 
~oh <1 :~plic:HJio Zl 1 :F --f C. 
Nc~tr ("ol\trxt.o, di . ;;pomos do sep;uinte l"f'snH:ado IHí~irn, !'11Jll dr·monst rnçiin podr ser 
C'IH'Otl~.radn em [T3] on [T4]: 
3.].0 Teorema. Existe UIIIH vi~:inhan~a alwrti:1 l" C U df' p f'lll M tal qnP toda solução 
h E C 1 (U) (~ o limit.<' nnifonnr. f'lll l", d(' 111lll1 seqiit·nria de· polintJJnios, a coeficientes 
complexos. cltl Z. 
(Utll:l solw;i'ío h E (' 1(U) ~~ llll!H fnw.;;io rk da~~~· C 1 <'Ill [T tal f}llf' dh ~~uma s<~çii.o de 
T' em U; h (•, pnrt<~nto, solur;iío d:p:: f'f[11<1~(-ff'~ honu,~i'·of'l' a:-:;nciadn:- n V). 
Srp;11r imrdi<1tauwnt.r do Tcorrma 3.1.0 qnr se (P) é SHtisfPit<l por Z, f'Jltiio, para qnal-
qnrr outra função Z 1 ~ dr cl<n>."~' ('"-' f'lll nma yjzinhnnçfl flbntfl U 1 dr p em A1, com dZ' 
gerando T 1 em U1 , (P) scr;l sHtisfPitH com Z 1 snhstit.nindo Z. Al'isim, podemos fnz('r a 
Rep;nint.f' ddlniçilo: 
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3.1.1 Definição. Diremos que V satisfaz a Propticdade (P) no ponto p E M se (P) 
~~ ~;lt.isfr·itll p;m1 :J]gttlllll fnnr;iío :111alítir·n Z rkfluid:~ r·m uma Yil.inhmu~n nlwrta U tl(l p 
em M com dZ gerando T' em U. Diremos també-m que V satisfaz a Propriedade (P) 
0m nm snhconjnnto Hbert.o V d(' ~\.1 ."f' V snt.isfnz n Proprird<Jdc (P) rm todos os pont.os 
d(' v. 
Esta proprif'dfldr•, intríns<•ra dH <•strntmr~, (' conhecida como r~ Prnpr1.r.dadc (P) de 
Nircnhr:1!f· Tn:1!f·.~. 
/1. Prnprir•dadf' (r) {• P!JHivn]f'llh• a 
(3.1.2) 
Toda 1•izinlwnçn alu:1·tn \ ·P C U ,[,. p r.onf,~m. outrn 
11i;;iuhrmçn. (/.brrln lrP r/(' p qw· irtlr·T·r.r.pta, no máximo, 
nmrt. umtJlMU'nf.(' r.nrl.r.Tn- de r.rufa. ji.!Jrn. deZ em Fp-
Dr fato, snponh;1 qnf' Fp ront.{•lll 1111111 viziuhnnr;11 Ir~ df' p sohrf' 11 qual t.odn. fihra deZ 
,~ ('{)1\('Xn .. Entiio podf'lllOf.l tomar n·p ('!ll (3.1.2) COillCJ {) iut.erior f)p n·~. n('ciprocanwnte, 
f.ll' vnlc (3.1.2) tonw lr~ como a retrniiio dr• t.odas Hf.l componentes roncxas de fibras de 
Z rm Fp que intrrcf'ptmn lrp. 
Dn. ProposiçÃo 1.2.1 (Proposiçiío 1.2.10n·sp.) scr_;1w (jllf', dndo utll ponto p E BM (p E 
o 
,A;f rrspf'c.), podnnos rnrioriu::n, lnrn]mf'lltf', (',•:. 1 Rf' ;\;f fosse um snhrnnjnnto ahf'rto 
u ele R X R"- 1 X R+ (R X R" l'f'Sjl('C.), p n origf•tn de R"+' (onde ('S('f('\'ClllOS as 
c·oonlf'HHdns como (T.f 1, ... ,f 11 )), r o filn·ado T' p;f'nldo, em U, pc·lo diff'tTTH'ial da 
fnw;iio 
(3.1.3) Z =.r+ ir/!(.r, f) 
t = (t 1 , ••. ,fn). Q fttnçiio nnnlíticn rrnl f'Ill [' nl!ll d> c dró se nlllll<l!Hlo em p. Em 
qn;1lrpwr rios n1sos. o fil)UHlo V s!'n'l cnli'lfl gr•r:Hlr• 1'111 (i pdos <"lHHpos \TI01·inis 
(3.1.4) D D ·-+\(,·,I)-Dt 1 n.r 
j = 1, ... '11 
j=l, ... ,n 




C' in rrtlllf'llf.e, 




Lofk =O, ~- = 1, ... ,n; 
ó2 
A;;sim, L 0 , LI, ... , Ln é a basr f'lll CT.\..1 dnn] df' r!Z, dft, .. , df 11 f'lll f'CHb ponto deU. 
Tf'nws ainda 
(3.J.i) j.~·=O.l, ... ,n. 
Df' f<~ to, [_, 1 [,k- T.(J"i l111111H Z P lodos os 1{~. 
Toma.n·mos [T dn forJJHI 
(3 !.8) u~.Jxn 
ondf' .li· 11111 inten·;do ahl'rto dn rda f'I'!Jtr;Jdo ;·m () ;• /);:\\!IH\ lmla nlwrt.a ccntr<lda nn 
origf'lll f'lll R"- 1 X n+ (R" !"f'~[)('C,). Dn·ir\n it fornJH f'.<:p;·cinl drt fnn;Jio z (n·jn (3.1.3)) 
~1!': fibra~ z- 1 (:: 0 ) C!ll [T são da formn 
(.r. I) E F: .r~ .r, ó(.r,. f)= !f, 
f' podem ser idf'ntificadas 1l S\1J)('O!lj111Jtos da ho\n fl. 
No rcst.nnte dcst;t S('Çào ynmos nos intnf'ssnr npCll<lS pdo caso f'lll qnr p A um ponto 
do bordo de )vf: p E a.~\-1. Dcnoff'tllnf' por n'. fl" duns holas alwrt.<ts {"f'Iltrnda.s na 
origf'lll em R,_ 1 X R+ c por B 1\lllil holn :1hertn Cf'ntrRda nn origf'm f'lll R 11 t.nis que 
n" c n' c c n 
(' ronsidf'rc 1111111 fnw.;flo anHlít.icn n·:d 9 df'finida f'HJ TJ. 5<• A é qn:dqm•r sulwoujunto de 
A'(r) "'{f E A: ·p(l) ~r). 
3.1.9 Lema. Snponhrt qn~ 
pn.ra. todo númr•ro Tr!ll.l c, n''" (c) r,.qtá cnrdidn em u.ma única 
('01nponrntc cnncxn t!c n'" ( (' ). 
Eut.ilo wdc a sf'gnintc propricdadf': 
l · i n"+ ( J • ·d • para f.or.o numero n:n (', r r:.qfo. conh .o em uma 11.nu:a 
(3.LIO) d n,+ ) Ir"' componr:ntr. conr:xn. c (r r: [J (r·) c.~t.á wntido r.m uma única 
onnpnncntc r.011.f'J'_fl_ de B'- (r). 
Demonstração: ltlH'diabt. I 
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O Lf'ma. 3.1.11 a sq~nir f; uma n•dproC'n JHnci;d do L('ltl<l 3.1.0. Na sua prova usamos 
o srguiuk· fr'!t.o: Indo s\thnmjnnt.o sr•mi-all<tL'tico rompcH·to de R" podf' ser finitament.e 
cstrnt.ificiH!o, i.f'., f'srrito f'omo 11111/l n•nuiiio di~junla finit.n de snhnll'if·dnr\cs conf'XllS de 
n~~. 
3.1.11 Lema. Snponha qtw ndf' 11 proptif'd<ldf• (3.1.10). Entiío 
I ' i B 11 " ' 'I ' ' pn.1'/J. tor n numero rr·n r·. (r·) c.qfn r.nnfu.o r.m 11.mn urHr.a 
(3.Ll2) 
---1" 
r:omponrufr: t:01u:ra. de lJ (1·). 
_, 
( lJ druota o kcho <k ll 1 ). 
Demonstração: C'onsid('n' os conjnnlos sinp:nlnn·s de r.p c 'f'lt,.=n !IH bola ll: 
{I E iJ: dp(l) = 0}, (I E lJ: I= (I', O), d,•'f(i) = 0}. 
_, 
Apenas 11111 número finito d<' Slt:lS ('OillJlOIH'!ÜI'S ('Oili'X;\S inii'ITC'p~nlll n . Em cada uma 
dessas compo!l<'ntcs v:' é rnnstantf' c, port;mto, Cl sonw do número d(' Yalor('s críticos de 
_, 
'f' COII1 O nÚmero r\c Yll.lorcs rrÍt.iros dP t,."lt,~o l'lll fl f; finif.il. 
Suponhnmos prim1•iro rpH' r niio /· 11111 dessl>." Y<~lorcs rrít.icos t' s<·jmu t j (j = O, 1) 
dois pont.os nn fihrn B"D(c); f'St.n lÍlt.ima;.. n intC'I'SI'cçilo dr ll 11 com uma hipenmpcrfície 
_, 
nnnlítica em nmn vir,inlmnça df• ll f'lll R" qw•, caso inl.rn·ppt.c o hiprrplnno f. 11 = O, o 
faz tnmsvrrsalmrnt.1~. Nccf•ss::mriamentc r.p- r tem sinais d!fcrcnt.cs em cada lado desta 
hipcrsupcrfícic. Assim, par H \é! da j = O, 1 podemos encontrar pontos tj, f'j em B 11 , 
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arbitrariamente pnlximos de tj t<~Ís qu,. r.p(fj) <c< r,p(tj). Em virtude de (3.1.10) 
podemos f'llCOHtrnr tlllla poJigouaJ ) +, infi•Ínl!IWilt.t' cont.ida Cill TJ'+ (c), Jigmtdo tt R fi j 
atwlogmnent.e obkmos uma poligmwl i- ligrmdo t;; a f J em B'- (c). Escolhendo-se tf 
suficient.ementc próximos de fj pod('mos ligar tj n fj por nma poligonal constituida de 
no máximo dois segmentos de reta intcrccptmHlo B11~ (c) somente em t j (j = O, 1 ). Desta 
maneira. obtemos uma cttn"R poligonfll fechada 1· C B', passando por t 0 e t 1 , tal que 
il.:'i dua.s CO!llJ)OI!I'Ilfcs df' 1\ ({f o} U {ft} ), qtlf' dmmHl"f'lll<>f.: 1+ f' .l- Psblo int.cinuncnte 
cout.i<lm; ('Jll n'+ (r·)(' D'- ( (') n'sJwd intti!('Uf-f:. Apús 1\IIl/1 sunviznçiío p()(h•ntos S\lj)Of que 
-y P difcomorfn 110 círculo nuit:írio. Pocl<·l!los I ;llnlH~IH snpor (j11<' o dift·omorfismo aplint 
-y+ sohn• o fl<'llli-círrnlo sup<'rior, ,.- sohn· o .SI'JJli-f'Írcolo inf1•rior, o pont.o f 0 "ohrc (-1,0) 
(' () pnut.o f I sobre• ( 1 ,0). OsmHlo-S<' {'OOrt!f'lHHills (é,, lj) no plano{' o p;uiimdro e sohre 
1+ c -y- (via "pnll-lmck" dos SP!lli-drcnlos), dmmt•ll]os dt• f~ o sc~uwnto df' rdn (no 
f-cspnço) lignndo tz a ti, os pontos sohr<' ")"+ t' ~,- r('sped.iYanH·ntf', c·orrf'spondcndo ao 
vnlor ~ ( -1 < é, < 1) do pnnlmd.ro. A Sf',(';Hir JH'1s rtp!icnmos liw·anllf'Jlt.f', t' dt• mn.ncirn 
li Jll'f'S('l'\'rtl' orirnhl~iio, .so!Jrf' f~ O .'i('~lllf'lllo Yf'riÍcrtJ Jjp;;mdo U JIO!lt.O (Ç,- J1 +e) fl.O 
pont.o {é, /1 + ('!) uo plt~no. Isto d('fiiH' nmn nplirnçii.o contíuun 1r do intrrior do disco 
nnit.ftrio sohrr o :o;uhronjunt.n 
fl = U r, 
0<(<1 
do f-c:o;pnço; R. Hplicnção 1r Sf' c:o;tendr rontinu<Hllf'llÍf' romo lllllfl <tplirnçi\o do círculo 
nnibírio snhrf' :1 rin·ltnff'rl-n('iH f, n fro11h·irn d(' f,. Po(~f'lllOS portnnt.o ronsidC'rar o 
upu\l-back" da funçilo i.p clf' Ç U r· parn o disf'O nnit1Í.rio kchndo D. SerÁ suficiente 
most.rnrmos rptr ( -1,0) f' (1,0) pcrtrnr·t·m ;\ IJU'SJIJa COIIIJlotH'nte C'Ollf'X<l da rllf\'R de nível 
d~ i.p 0 1f qne rontPm estes dois pontos. Note qnr a ('urYa de nível em rpiC'stão (~0 1f =c) 
intnccptn n froutroirn de D ll}lf'ItaS <'lll ( -1 ,0) <' ( 1,0) P, rm virtndr· rk no~sa construçfio, 
r~ o gnlfico dt' umn fnnçfio ront.ímm df' ~ llllllln vi?,inlwnr~a dcss('s rlois pontos. Se ( -1 ,0) 
<' (1,0) p<'rtf'nCPSSf'lll a dtms t"OlllJHlllf'llt!'S cott!'XIIs distitttas _.1_ 1 r• ..1 1 r\<1 <'ttn·"'il ck nível 
r.fnrr =r· r•m D, sr•ria <•tlt.iio possÍ\•f'l trnr;;tr no plnno 111l1H curnt contÍHmL ff'chadn c sem 
nuto-int.t•rsf'eçiio t'Bvolvf'tHio .-1_ 1 r· mio intrrn·phmdo o coujnnt.n 
Tal rnrvn. 1u•n•ssnrinmrntr• intf'l'('f'JII:trin ns s(•nti (·in·Httf('f"t·ucins s11pr·nor c infrrior e 
port.ant.o a part.f' dcst.a rllrYfl r•m /) srriu Hlll ;nr·o n)J]tÍnno ligmulo um ponto no qual 
l.f'n 1r > r a 1101 ponto no qn<ll r.,?a1r < c sr111 111\llr"<l sr· igmdar <1. c, o qne é li Til ahsnrrlo. 
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Agor!l Sf'Ja c um número n:-a.l qualquer e suponha que i 0 e t 1 sao pontos em B 11 
JliT!.I'Tli'I'Td.I'S 11 ronTplliH'Tdf•s r'OTH'X11S disjnnl11s do ronjnnto d1• uÍvPI 'f' 
_, 
~-'''li n, c, 
c C1. Como Co e (ll
1 )"(c) \Co são compados, exi~'>tcrn dois subconjuntos abertos e 
disjuntos d(' n, 11'() {' 1r], nmtcudo nHh 11111 df'SSf'S ('O!ljuutos n·SpPctivmuenf.P. Note 
_, 
<{IH' K = B \(ll"nurr,) P um wnjtmlo r·otllpndo t' 'P(f) f r Jmf<l todo f Pm [{, Podemos 
f'llroutrar dois pont.os tj (.j =O, I) no Sf'.[';llll"lllo 1lf' rdn ligando fn n. t 1 tflis que t~ E TVo 
('f~ E TV,, tp(t~) = <p(f~) =c' lllll ndor wio·<'TÍtin) dt• <p OI\ ~.p/,.,,0 em n' c c' r!: ~.p(I\). 
Dn prinwirn pnrt.r dn Jlf0\'<1 snl){'mos q11r f'Xist<• 11111a hipf'r~'>llpC'rfícif' (possivdmrnt.c com 
bordo) :mnlít.ica ('OlH'Xa -'\,f C D'o(r') contf'ndo f~ f' t'1• Como lr0 c Tr1 são difljuntos, 
.i\lf' ecrt<unf'ntc intrrcepta k f' porbmto r 1 E r.;( I\-), mnn rr·nfradição. I 
Agora t-razemos de ,-olta a ''ari<lwl .r. S1• A P um subconjunto qualqttf'r deU= J x B 
(veja ( 3. 1.8)) e .r. y nÚmf'ros renis qunisqu('l', ('srn''Tmos 
(3.1.1-1) 
A+(.c, !I)= {p E A o ,·(p) ~.c,., ~(p) > y) 
A-(.r. y) = {p E A o ,·(p) =.r, ó(p) < y). 
ll"l"' dr p tal qur: dndo,q n1Ím1:m,q n·n1.q .r, !I qun.i.qqncr 
lrp Ú1.frn:cptn no m.fÍ:nmo nmn t'oll1f1M/-f'11ir nmrxn rir· 1~,1 (.r, y) 
Demonstração: DP\orrr• illwdinfnmcJltt• dr· (3.1.2) f' do Lr·mn 3.l.Il. I 
To!llPIIIO~ np;orn 1\lllil ont.rn ,-jr,inhilllt:H dn ori~f'lll v c: cu~.! X n d:l lll('Rtnn forma 
que U, F ~ .!'X fl'. Dennt<•mos por r o frcllo de l .. ; JIOdcmo~ npli('ar o seguinte 
r<'Ru!tadn de [H i]: 
A ima.grm Z(F) 1: 1tmn. rr:uniii.n r!l.qjunta finita. rl.r ,Q1t.h11(J.rir.rl.n.rl.c.q a1wHI.ica,q conexa" 
de R 2 , Ai"'ü s· i ~ J_l), com a M:gtúntr prnpricdadr.: pam mda i, z- 1(A1i) é 
1tm.n rrttniâo di.qjunta finita. de ,Quhna.ricdndr.q n.nn.lífira,q coneXa$ de V, Nij (j ::: 
I, ... , f li), f.ai.q qne a rr:.,triçii.o de Z a Ni1 li uma aplicação anaHtú:a de posto 
con.~tnnte ,qohu Ah Afim di,q_qo, r.n.da Ni1 f 11-m ,,ubconjunto _qubanalit.ico de V. 
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A fronteira de Z(V) consiste cntiío de dois segmentos vcrt.iccüs e de duas curvas 
onde 
s11prjJ(.r.f) 
f E !J' 
:r E .!' 
F (.•·) = inf ~(.>·. 1). 
f E IJ' 
Contrnimos .!' Cill torno dt• ZPro dr· llHIIH'Íra. qnr· p+ P F- Sf'Jillll nmhns nnnlíticm; Plll 
_, -
J \O. Drsconsidrrnndo-sc os sep;nwntos n·rtin1is dn fronfPÍrH dP Z(\.) r t.mnhhn os 
pontos da fronteira cotTespotHIPHtPs a .r= O (f•xistcmum 011 (luis i'JH'Ilas) sobram rntão 
qnnt.ro curvas mmlítiras. Sf• J' =).r 1 , .r'l[ as f'nn·;,s ;, f'SfJHf'rtl<~ siio 
c; :.r[ <.r< o. 
c.·t :o< J' < .rl, 
Pr·lo rrsnlt.ndo df' [Hi] citado nrimn, podemos se!Pcionnr quat.ro RIIIW<ll'i~>d<Hil's analíticas 
df' "f qnr• tmnJK'•m SilO suhnmdíticns 1'111 f", c;, c;t tllis fl'W Z nplica nH)a llllli\ ddas 
' ± ± _, 
sobre a correspondt'ntc C. Pork111os tnmll<~lll Sf•l!·cionrtr quatro pouto~ te, f d em B 
t.nis fjllf' (fl.t'f') pcrtf•JHT <HI ft•cJIO t\1• C/- (n•Sjll'l'.) t' ((),ft) pPrfPJH'f' :10 fccJJo de cf 
(n•spf•c.). Aplicamo:o. ~gorH n Proposi~~~o 3.0 d<' [Hi]: 
Exisk 1\l!HI llplicnt~ilo tlllidít i c:~ 
]- 1.113 ·' ~ (•·(.<). I(,<)) E R"+' 
Nt•rf's.c;ari:lm(•ntc, .r(.~)= .~n[co Hl(8)] p•1rn aJ.c:,tm i11kiro k 2: 1 f' nl!!;mn C,> O. Então, 
pnrn algn!lllf >O U•mos \liJ\<1 inversn d:~ nplir:HJio .~H .r(.~). 
I '~'" I I O,IJ] 3 .1' H·"'::- .\(-1" ) E 0.1 
onde y f. mwlíticn mnnn \'izinhant;n nl1Nin do inh·rndo ft·chadt) [0,11 1/2I:j. Pndf'mos 
cnt fí.o dcfitlir 
.r E lO, •!]. 
ú7 
Argum~ntos s!'mdbnntcs nos lrvíl.lll às rlrfini~Õ!'s d<' t+(:r) em [-17,0] c de t-(x) em 
[0, 11] f' f'lll [-1}, 0]. Nof.r qn~' r·omo o~ pnnt.o~ fj: r• f't pod(•1lJ Sf'l" difPn·nt.r·s, os litnit<'s 
de t+(x) quando :r tf'ndc a zero pda f'sqncrd:1 r· pr•la direita nilo siio necessariamente 
ignaisj tnf'sma ohsrr\'açfio pmn. t-(.r). Dr qnalrplf'f forma podemos afirmar: 
I -1 ± Exi.,tem dna.~ aplicaçiír.,q analítim,q de J \O em B, .T H t (r), 
(3.L!G) to.1.,q que rmm todo (.r, f.) rm F 
~(.r,C(.r)) S ~(.,·,I) S ,P(.r,l+(.r)). 
AI • d . ± ± _, em .l.~SO, c:n~fem ponto,q f e ~ f d em fl lai,q que 
r;= lim t±(.r) t± oo_c; lim f±(.r) 
r--o r/ r-+U 
(3.l.IG) li fc .r E .!'. 
Suponha np;orn qof' cxist.c• uma vii.ÍtJbaw;a dn onp;f'lll F CC l' dn 11\f'l'illHt forma que 
\' (' [I. f• = } X fJ', ('0ll! /l Sf',I!;Hillfl' proprif'd;Hlc': 
\' inf.r:rccpf.n 11.n rnánmn 111Tin. rnmprm.,•nlr nmr:rn dc r(l_da ji.hm dr Z em \f 
Tal Yizinhança s(·mprr cxist.c se a Proptir•d<Hlc { P) i· \'Prifirnda f'Ill p. Nc•st!' cnso podçmos 
nfirm<tr: 
(3.1.17) 
Exi.qft uma con.Qfn11.t"- L> O fn.l qnr da.do.~ ;,· 0 'E .f', fi E fj' (j =O, 1) 
cxi,qfr uma r.ur11a. anaHfim por parir.~ (r.nnfín.ua} 1 = r(.r 0, f", f 1 ) 
h.']MI.dn o,, ptHdm (;r 0 , f 0 } c ( .r 0 , f 1 ), intcira.mcnfr. cont.ula. r.m F 
c dr comprúncnto menor quf: L, ,qohrr. n. qnnl .r r! C011 .. qfrmtc 
c a n.phr.a.çâo r.;( f)= ,P(.r 0 .f) rf mon!Íf.ona .. 
() lf'itor int.('t'f'~~'HHio r•nron!.raní a dr'J)lOJlslr;u;:'i<l <lr·sk f11to l'lll [T3]; os fll',l!;11lllf'Jltos lá 
ltt.ilizndos pnrn vizit1hnnç;1s rm R" SI' ll!llir·nm ir;n;~lJIJPI!tr• p;1ra vizi11hnnr;;1s n•lnt.iv;u; n 
rrn-l X R-t. 
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N~s seçÕf's srguint.rs cst.m·rmos int.crrs~ndos uns rqnru:;õcs niío-homogi-neas 
(3.1.18) j=l, ... ,ll 
onde !1, ... , f, síio flltl(/)f'S df' cbssf' C"' snt.i:-;f:rzc•JH\o ns coudic;()('s de compatibilidade 
(3.1.1aJ j,k=l, ... ,n 
!l1111Hl vizinlwnça F· = .J• X n· CC [T ck \ ·. Sl'nÍ útil introduzirmos flS segnintrs formas 
difnrnci:tis 11}1 !)()la nhnta Jr c nu-l X li., dqlf'Hdc·tHlo Sl!RVf'lllf'Jli(' de .TE ,,.: 
" f(.r.t) = Lf1 (r,l)dt1 
i=l 
F( X' f) = 2:_p,fj - Àj/c )dlj (\ dt,. 
j<~· 
DcriYaJHlo-se L1 Z = O com respeito a .1' e ns:mdo-sc• as cquaçoc•s dr compatibilidade 
(3.1.10) vetifirmnos imcdiatamcutr que, qnalqnr>r f}\lf' Sf'jfl o núnwro complexo(, 
(3.1.20) 
n qtH' nos permitir:\ pc·nnlll<tr dif~·n·JwÍ<H.;i'ío cnnr n'SJ)('i!o n f por difc·rcnrinçiio com 
n·speito n .r. 
3.2 - A suficiêncin da Propricdn.de (P) 
Esknrlemos <~p;on1 n y;nirdmkf-i rom bordo n T!'OI'f'lll<l 2.2 df' [T:l): 
3.2.1 Teorema. Suponha qnr n siskmn L o- ( l- 1,.. , Ln) sat.isfnz ;1 Proprir-clruk (P) 
no ponto p. Entiío toda vizinhaiH;a nlH'rtn V CU d<' p contf·m outra yjzinhançn aherta 
de p, TV, com n Sf')!;Hink proprif·d<Hh·: 
DcHins n fnw;êif•s de d<1ssr C' 00 f 1 , ...• fn em l' sati~far,C'ndo as condições de com-
patibilidade (3.1.19) f'xish• nma funçiio u df' dassf' (''XJ ('IH TF snt.isfazcndo (3.1.18) 
f'm TV. 
Se p ó um ponto interior d(• i\..1 H afinHnci1o acima t~ o conteúdo do Teorema 2.2 de 
[T3]. Supomos (•nt.iio qui' p E D.vt. Como em [TJ], dividimos A dP!llOJist.rnção em dois 
passos. No prinwiro passo, idt•ntico no de [T3]. dnmos rtp<'llHS uma idéia drt. protJa. 
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Ppasso- Construção de "pré-soluções": Vmnns considPrar intf'grais do tipo 
(3.2.2) 
onde g E C~(J') é uma fnuçiío wrtr· (g(y) = 1 pma todo y em um intervalo aberto 
apropriado .1; CC P confPJHio zr•ro) f' E r~ 11m uúnwrn renl pnsit.in) (jllf' fílff'lllos tf'ndf'r 
a zero. A intq~rm)n rom respeito n !f~~ ff'ifn .o..:ol~n· R r nrplf'la com rPSJH•it.o n Ç é feita 
sobre R+ : Ç >O ou R_ : t, < O. 0 intcgnmdo r·m r f. uma l-forma no .H~spnço que 
illÍ.f'1';I"'llllOS Sobre \l!lla poJigonaJ ( ligando lllll ('f'dO ponfo f 0 RO poufo \'flririwJ t. 
Int-egração por pm-tcs com rc.o..:pf'ilo a IJ r•m (3.2.2) fortH'C'P 
(3.2.3) 
I' (.r, f)~ L JJJ(l + ;o-N ,•<[7,(, .tl-?.l.,.•ll-·€' Z,( y, 8) (I+ z;' %J N /g( y )f(y, s))dydÇ. 
Após uma ddornwção do domínio <k iHI,.grnçiio de Ç E R± p<tnl a l-cadeia em C 
( r.r-11) (~/; l±----·-2J.•· .- YJ. 
lk{i(J7.(.>.1)-·7.(y,.•l] ·(1 } ~ 
(:l.2A) l 
- 1;{[,1("·,1)- •i•(.>·,.•IJ J 2J·•·- yJI (.•·- y)•/•,(.<,.>·,y)} 3 1 -f/; . 
4 
Se T(.r, t) denota i-1 rtH'S!llil intq~r;d fjl\(' r(_r, f) ('XC'f'to C(llf' o rntninho dr int.cgr<~"Ão 
r·m 5 c~ ,.:;uhst.ituidn {H' lo Sf'.f!;tlH'nto de rdn !ip;nndo () il f c· n inlf·gnHJío rm ~é frita sobre 
toda R rd.n, não(> difícilmostrnr (jllf' I~(:r, f)(~ c= f'lll lr ('que qmmdo e ---j. +O 
Entrct.an to, uiío podemos 11sscgurm a com·c•rghlcia de I~ (.r. f ) em <tlg11m rspFtço conve-
niPnte de distribttir,;ôcs que p;<'~nmt.il'sr q11r o seu limite• HÍ fossr tttn<l solução da.<> cquaç(>es 
(3.1.18). A diflruldndc C'St<Í. rm mio tcrmns inforllllHilf'S sohre o !>Ínnl dr> (3.2.4) que 
dq)ctulr do sinal da rlifcrcnçn -~[<fo(;r, f)- ç,(y, 8 )]; ní (·f! IH' nos vnlrmos da Propriedade 
(P). De (3.1.2) podemos nsstnnir ({\lf' V= .1' X fl' CC \'1 f. t.ão pequena fJllC 
lr intrrcr.pf.n no máximo 11.nw. r:ompon('nf.f'- conr:rn. de ra.da fibra dr Z rm l"1 . 
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(Vi= J* X B 1 , B 1 CC B* bola abeHa centrada na origem em Rn-l x R+) 
<' r•,;;collu•mos o ponl.o t., : 10 = 1-(.r) quando n inl-egraç;io f'lll (é fr•it.a ~obre R+ c 
to== t+(.r) qttando a integração é ff'it.a sobre R_, Em ambos os casos, em virtude de 
(3.1.15) 
Ç 1( .r, f 0 ) :Õ Ç ó( .r. f), (.r, t) E V. 
De (3.1.17), }mra rnrla (.T, t) f'! li F JlcHI('IlliiS Rr•lf•cirJJlat' uma cttrvn nwdít.ica por partes 
1 = i(:r, f) ligandr1 os pontos f(J <' t CO!ll as sr·gt1iutr·s JlnlJlrir•<hules: 
1 c.~tá intnrrwrcnl.r~ co11.üdn 1:711. 11 1 
O rom.J!Tinu:nto de 1 é limif.ntln indcpcutlr.nf.cm.cntc dt (.r, f) E V 
e dwmemos dr· /n = l(.r, f) o scgmrJJio dr• rda lig<Hlrlo 10 a f; a polip;oti<ll ( consist.iní do 
srp;nH'nt.n de rdn lignndo f n ii orÍ,I!/'lll do f-esptH~o ,<;r·gnirlo do scgnwnto d<· ret.a lignndo 
O a L Drnotcmos por I~ (rf'spPc. I~a) a IIH'."llln iBh•gral (3.2.2) cxcdo rpw n integrn.ção 
nn .~é ff'ita snbrf' a cnrnt 1 (n•spf'r. sohrP o SPp;nwnto df' rf't.a f,). 
Unw aplicnçiío do T<.'orcma de St.okf's scg11ida d" 'llllil aplicnçii.o df' ( 3.1.20) c integração 
por pnrtf's eotH l"f'SJWit.o a y prorlu,.; 
(3.2.5) 
owk c = C(.T' i)<'> mna certa 2-cadein illt('iral!H'td<' ("()lltidn Clll nl' Clljo bordo é )"-lo e 
c~j a·,itrea é limi tnda i ndepcmlcntrBwll te ( \(' ( .r, f); IIIJI<t fúrmul n anel! 1 >gn pode ser obtida 
rom I~" .,e F no lugnr de /~. Tomnndo-~~· N ~1\fi("ir·tltt•ttH'Uk grnndC' rm (3.2.3) c no 
nn;í\ogo (3.2.3) dr (3.2.G), ~~ possín·l Cllfiío lllOStr;n· fj1H' I~.!~"-·[~(' r-!~" conn·rg('m 
tmifonW'IllC'IlÜ' ('lll .!,'X D' (' fjlH' [t. r -/~{'/~·-I: assiltl ('11\l\0 t(){l<ls HS SIWS dr•rivndns 
r r" r In 
JW rei :1 is c ou vcrgr•tn 11 ni formr'IIlf'Il tr-_ <'Jll sn I H'oHjn nf os rom pn ct os d1· ( .1: \ ()) X ll'. Assim, 
indirnndo-~f' por Jt± (:r, t) ns intcgn1is (3.2.2) qunwlo n int.q>;raçiío em ~ ~~ feita ~obre 
·" R± e dcfiiliudo-sc 
I(x, I)~ lim [I''(.,, I)+['-(.,, t)j 
~~+o 
trmo:o; que I(.r, f) f. uma funçiío C""" f'lll 11"1 = 1; x ll' pm'a :r"::/: O com um salt.n C 00 v(t) 
em x =O. O salto 1• rc.sulta rln formn 
,, ~ •·(t) = i·(Z(II,I)) 
onde ii é uma função c= no plano. 
{(.1, f) ( w, :f, > 0}, 
(3.2.6) 
onde ó(.T) é a distribu.içilo de Dirac e 
(3.2.7) 
o 
Sf'Jldo CJt fmH/li'S C""' ('lll n-,' pnra .r i ()1 1'0111 lllll salto c'Xl ('lll :r = o. As fnnç6cs 
Qt dcpcudf'm <lJWilllS d~ ;r(' de Z(.r, f)<' portmlt.o cr 6 constante nas fibras dez em 
o 
(.1: \{O}) x B'. 
A id1~ia ilp;om f. "nhsorvcr" os termos ,\/J" I' 1•(f) C: ~(.r). Pm·a isto definimos 
\(.<·.f) c• ,··(Z(.<·.f))n(.<) 
ol!df' a{.r) = 1 l~l p<mt .r f O. TI'IJ\flS: 
,. 
o 
Eut iio, dl' ( 3.2.G) \"I'Illos qtH' 1 f'lll 11" 1 , 
onde 
Q ~i?'- 2(i'co Z)a(.r) 
6 ('OIISf<l!IÜ' ll<lS fibr;JS deZ l'lll n··,. () "p11sh-forwnrd" via 2 de q ~~ lllllfl. Í11nçflo Q Cffi 
Z(ll'1 ) tal que: Q = Q o Z rm ll'"1 • Al1~!Il disso. cl1• (3.1.1G) r (3.2.7), 
(z~.c+iy). 
- o .. 
Est.f'IHkmos Q r o mo zrro rm C\ Z(l {" 1 ); m;sim, O E L 1 f' ddi.nimos 





onde * indica n com•olu~iio d(' distrihniçr-J('S no plnno. Tf'mos cntiio q1H', (>JTI lV1 , 
.i=1, ... ,1!, 
D0finindn-sC' f'nt.ilo 
,. ""- I 1- \ ! '~' 
' j-:], ... ,11 ,.,, 1\" 1 
2" passo- Consh·ução de soluções C"'': 
De (3.1.7), L, (w•ja (3.l.G)) rol!lllb wm L 1 p<trn todo j (j = 1, ... , n) c portanto 
as funçÕE'S L 0 f 1 , ••• , Lo f., t.amlWm sntisfnzf'!llllS condiçôf's d0 compntibilidndc (3.L19). 
' Eut.iío, (bdo lllll intriro posit.iYo N porkmos n•soh-r·r, c·m H' 1, n problema 
' Ji, teremos, em \1" 1 , 
(3.2.8) 
j=l. .... ll t'N E L,(lr, ). 
' P:~ra. ClHia r1 E .J; r!Pfininto~ E" cOIJto St'nrlo 11 !'Sjl:H;n rins rlish·ilmic/)PS tt em lV 1 rom 
snpod.f' <'lll ( .Jj n [o, oo[) X n;. Not.r· l[llf' 1l rcstri!;iío de• L() a E,. ( t}llf' tnnthhn ilulicart'IOOS 
}Jor Lo)~~ 11111 isrmtnrfismo dr• E, solJn' E,. Cc•Jtsr'rliic•Jllr•JJH'Hir·, 'Jllill\(lo l"('.'itrit.o a E 11 , 
(3.2.0) j =::: 1, ... ,H 
' 
mna vrz cpif' [Lj.L,J =O. Notf• <~inda (j11f' JHll'íl f E E,. nL2 (H' 1 ) 
(L;' f)(.,, I)~ 1'~ Z.,(y,l)f(y,f)dy 
' que também pertPncc a L2(11" 1 ). 
Podemo:-; rr'('fl('lTn·r (3.2.8) na fortll/1 
) N . f. 5 Lj(t/'l'N = L 0 (v 1 ) + j 
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o 
onde Sj E L2(l-V 1 ), Sj ::=O se .r E J~. Aplicando-se L;N em ambos os lados e usando-se 
(3.2.9) r·coulla: 
(3.2.10) 
Has se H'2 = J~ x B 1 então 
o 
11', 
o qnc implica 
N-1 
(3.2.11) L;NS1(.r,l) =L <'J,k(i)Z(.t·,l)' 
~-=() 
o 
Por ont.ro Indo, df' (3.2.10), n·mos fj11f' em 11'2 
f -Ns L L-S· ) f •n 1 = 1 " ( 1/'l';v - 1 
c portnuto 
L •(L-NS)=L(rNS•) lo) Jo) . ., I .J.J = ' ... '" 
o 
q1H'1 nplic:Hla a (3.2.11), 111ostra cpw llS di~dril,nic/)('s rrj,k r·m D' sHiisf<lZ!'Ill 
D j,l·=l, ... ,11. 
-ai' k = --a"j k DI ' DI·, ' J J 
o 
Scgnc cJJhio q1w existt·m distribniç6"s ak- f'lll //1~("(fl') tais <jllf' 
Façmnos ('!Jt.ii.o 




LT L -No j N = n ,J) J=l, .... n 
U1 
' c port.nnt.o, Plll lF 2 , 
(3.2.12) )=1, ... ,11 
ou de 
Oh:wn·e cru<' a açiio de L;; 1 aumenta 11 rcguhlrid;Hlc rom respeito n .T e wlo prejudica 
il rC'gulnridndP rorn rcspPit.o n f. A~sim, 11 N tem t.odns ns drrivndns com rrspcit.o n 
' 
:r at.é ordem N ('lU L 2(l1'"z). Por outro h1do, mando-se fl.'l rqu;H.;f)<'S (3.2.12) podemos 
JWrtnut.a.r diferenciRhilidndf' com resp(>ito rt :r por dif('rf'n\iahilid;Hl<' com respeito a t. 
De~ fnto, de (3.1.4), (3.1.5) r (3.l.G) obtemos 
f' port;1nt.o 
D 
-uv Df- J 
) 
j = 1, ... ,11. 
o 
Scgtw Pntiio que u,v f.cm t.odas as dniY<Hias parnms nté ordem N f'Jll L 2(H"2), t.e., 
' 
o 
uN E Hr~c(lVz). Pelo LPnHl. de Sohol('\', U/1' E C''(H'z) Sf' N > I'+ !!1_1· }.·las se 
N > tJ-I-11-I-1 rnt.iio 11NE C''(H~1 ),i.c·., liN (~ dr rl<l.<JS(' cv at.{~oi)Ordcl {f" =0}; ist.oé 
uma consf'qiiêncin do segnint.f' rf'sult.ndo f'IPm('nblr: 
S ' f - d l C""' 1"'- 1 R t I D" ' t ' I c u c urna unçrw c c u"~8C r.m '- X + .n qnc 11 c tn .cgravr. para 
t d I . ' d" I I< - 'd I C'' R"- 1 R o o mn t~-m .~ce n com n _ n cntao u c .c r u.:t.~r. . nn X +· 
Demonstração: É snfici('ntc prowtr ~ nfirmflçno para l- = O. Por ind11çiio t· fflcil tno1ltrar 
que dado nm ponto J" 0 = (.r~, ... , :~·~) rm R n-l X R+ então, para t.odo .r = (:z: 1 ,, .. 1 xn) 




,_, ") + 1 







ih 1 .•• D.ri1 ... D.r" 
"_, { ... [; {' { D"-1 " L 
Íl .h""' <) r;, I r;,' Ô.r 1 . . . D.rJt ... (h-h ... 
)! <h 
Ou 1 
D.1-:;; (.r"' · .n-1 C")/'" , .! () , (, ( <., 
ô.r" 
ondf' o !';Ínnl ~ .sohn• 11111 símbolo iwlic<~ qw• r!' !e símhnlo den· sr·r omitido. 
Assitll, ,'i(' r·scollwnno;.; ()ponto .r, E lt"- I X n 1- df' forma. que lod;Js <lS fnnri)(':'; 
D" -- 1 11 
------c=--- ( .•. '' . 
D.r 1 ... D.r11 ... D.r 11 
on-211 
-~= (.c', . 
. D.rh ... D.rh ... D.r" 
'.r "I 
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~f'jarn Ínt.rgdvcÍs f Ímf'clint.o f!IIC' (3.2.13) define 1\llHl rxknsiío ront.ínnn. rh• f pma nn-l X 
A :wgnu !lo,<.:; :=;opo!JlOS rttH' os índin•s fonnll sdccion<Hlos df' nHJdo qHr' a soln~iio llN 
rk (3.2.12) pf'rt.C'JH'(' 11. cN+l(lCl)- Finnlnwntf' clH·~~<IlllOS ll 
11' f' X U" 
simplr•sJIH'lllr· cxip.;i!J(\1) tj1H' JJ'' c c_}]'(' J" CC .1~ :wjatn Sttfici('tlt!'IIH'ttll' l'('(j\l('llOS JHII'Il 
rpw possnmos JIOS ntiliznr do sr·gninh• rr·snltndn. ~~ \'r•rsiio cN do T('OJTII\:1 3.1.0: 
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Toda Mlnção h E cN + 1 (lr2) do .qí.~tr:rna hnmo_g(mco L)" ::::: o (j = 1' ... , n) é o 
ftmi/r_ r:m CN ( fr) Jr: 1WW. .~r:qrÍ.I~1/.f:Íl/. tft: pofnuimio,,, a cocjr:r:ir:nf.c.~ COUI.p[cxo.~, r.m 
Z. 
Demonstração: Por indnçiio f'Jil N. Se X= O :1 afirmaçiío é o prúprio Teorema 3.1.0; 
snponhmnos qur a :~.firnwçào {> Vf'rrlmkira par f! X = m (' ~cja h E cm+ 2(l.V2) uma 
solur~iío do si.'ürmn hmlio,e/'JWO. D(' (3.1.7), L,h E C"'+ 1(lV2) tnmh(•m (~ sohtção do 
sistema homogi'JlCOj assim, pela hipôtf'S(' dP iudoçilo, Lo h é o limite em cm(l-V) de uma 
scqiif>ncia {p,...} ... EZ+ d(' polinômios em Z. 
Se 
fac;amos 
" I ) >' nk zHI q,,= 1(11+~-,- . 
,. + 1 
Ent.iio 
L,q" =o~ li= L,h (.i= 1, ... , "I 
rurifornrf'JIJ('Ilh' r•JJI 11" quando 11 ---+ 'X·. C'mno IJ,,(O) :o- h(O) par;t todo 11 Sf'.(.';1lf' qup a 
afinnar)io r~ ,-ndadl'ir;t p<ll"ll N = 111 1- 1. I 
Aplif'fl!))O:-\ n I'!'~Jdtndo I']!'Jlll'llf/11'. D•·nnfl'tllllS pnr 1·1,\' 11 IIOI"IJJa ll<dllnd dt• cN(IT'). 
Pmn nnl:t N =O, I, 2, ... Sl'il'riou:nnos 1Jlll polinú111io p,v E C[Zj !nl qlH' 
(3.2.H) I (711 'o-N li ,V f I··· 1/N ·- ] 1,\' · S .é 
11(0) = u, (z) (z) 1,. _> ]. 11(Nl = 11.-V -jJ" - · ·- l'S~J • Jlill"ll ~ 
Sf'gnr rntiln, d(' (3.2.1-l), 
/ri(N+ll- 1f(N)/s :S 2-N. 
Isto mostra qn~"' a S('(Jtl('IH'm (u(NJ)N~v roHYCrgt' pnra um rlf'mcnto 11 ~ C''(ff'), iwle-
pctHkntf' df' ,,, (' porf<llltO 11 E C 00 (lr). Como todos os li(N) satisfnzrm (3.1.18) f'ln lV 
o s~u limitf' 11 tamh0m s<1tisfnz. A prm·r1 do Tenn'BHl 3.2.1 p.c;f;l cnmpkt.a. I 
3.3- A necessidarle da Propriedade (P) 
Pronnnns o st"'p;uint(' rcsultndo: 
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3.3.1 Teorema. Suponha que o sistema L= (L 1 , ••• , Ln) não satisfaz a Propriedade 
(P) 110 pon!.o p. Ertliio f•xi~h· 1111111 yj:~,iulnnu;n nlwrt.n V cU df' p t.nl rpw pnrn todn 
vizinlw.nça nlwrt.a H·" c v (!P p rxist.iriio fuufi)('S fr, ... ,JII, de clnssC' eco em F, satis-
faZf'Hdo lls wHdif.JlPS d1? conrpnt.ihilidndP (3.1.10) para ns qonis wio t•xistirá u E .A'(lV) 
.satisfazendo (3.1.18) em lF. 
P;un a df'monst.raçíi.o do Tcon-ma 3.3.1 ncn·ssit.arrmos dP alguns fat.os dcmentares 
qnc passmnos a dcscTe\'Cr: 
Considf'n' o sr•mi-f'spnc;o krhado Z dC' R" 
Z= {.r= (.r 1 , ••• ,:r 11 )E Rn ::r11 2": O} 
com interior 
o 
Z = {.r= (.r 1 , ••• , :r,) E Rn :.r, >O) 
c bordo 
OZ = {cr =(.r, .... ,.r,) E R"' .r,= 0}. 
o 
Se 1l é um snlwoujnuto al>f'rto qnnlqncr dt· 2 df'notnrcmos por :-1. o conjnnt.o 
" o 
A= A n Z. 
OhsrtTP 'j1H' Sf' V i• 11lll snhconjuuto nlwrto dP Z f' C 1, C'l, ... s:io ns s11:1s cmnponr>ntcs 
o o o 
<"OIH'XHS {'llbio C I, ('.1,.,. l'~O flli (OIIIJHl!H'IIfi'S COJ\I'XélS r\ r• \'. 
Sf' A i• 1\lll s11hconjnnto qmll(fl\N dP H. 11 c 'i' llllHl fnJH;<io l"f'<li ckfinida ('111 nlgum 
sohn·ronjnnto df• A, pal"il nula H E H., df'notmnnos por A,.= A,.(y) o roujunto 
3.3.2 Lema. SPjnm F um :mhcoujuuto alwrto dr' Z (' I3 1\llla bola <~hcda qn:dqn('r em 
z com F c n. Entii.o, F(· mio-("Oilf'XO f-H', c SOI\lf'l!tf' Sf', c·xistcm f, funç;io localm~nte 
o o 
eonstant.f' Ptll F f' o E Cr;:'(ll,A 11 ~ 1 ) tais qttc Suppdn CC\·· C' Jfdn i- O. 
o (C;:'(B, i\ 11 - 1) dc•not.a o f'SJHIÇO das n- 1-fortl!<ls dr· cl<~ssC' C'00 com s11port.~" compacto 
o 
em B). 
Demonstração: Suponha CJIIC' t•xistnJII f c o como acima. Pdo Tcorr·mn de Stokes 
f do:= O e portanto f não é consi.lmtr. Logo, l-' niio é mncxo. Reciprocamente, se V 
08 
o 
niín é concxo podPmos escollwr pont.o:.; :r", r 1 f'lll F prrtrncí'ntcs a componentes conexas 
o 
disjuntas de F e um nÚmf'fo n•al E > o t,al que RS holns fcrhadas fll de raio E centradas 
em :rl (j =O, 1) t•:>tejmn muhns cont.idns f'lll \'. Agora f'Sco!hf'lllOS p E C~( R") com 
J p f- O, p( :r) = O pnra I :r I 2 1, C' ddiuimos 
w(.r)=[p(.r-.r"/E)-p(.r-.r 1/E)]rl.r 1 1\ ... /\d:r 71 , :rER11 . 
OhsrT\T qne J w = O e qtH' o ferho C"Oll\'f'Xo dr· Suppw é um sohconjunt.o compacto 
o o 
dt• IJ. Assim, podemos ohh·1· n E C;c'(lt",A"-· 1 ) satisfnzcndo dn = 0..: (' Snppn c B. 
Dr·fini1uos f'Jll.iio 
f(.,)~{~ Sf' .1' P .1' 0 JH'rff')!Cf'l!l ;\ IIH'S!ll<l COlllJHliH'!li.f' f'OIH'X:l dr• V 
sP .:r f' :r 0 prrknrem n compmwnfcs ronrxHs disjnnta.s (le V 
A prova do lema ('StfÍ completa. I 
3.3.3 Lenta. S('jam B' c n bolas a!wrt.as ('Jll z (' i.p IIIllll funçiío rt'al df' dassc c'XJ 
definida ('lJl n. Suponha qtw para <tlgnm a E R n~ intriT('pbt compm!Pllt.r·s conexas 
o 
I. . t I B E t' . t 'E ll f c··-x·(B) ,, ,,_E C.';"(ll', 1\"- 1) < 1SJtlll as <e a· 11 no <"XI~ ('111 a , , E " , tais qtH' 
Demonstração: Da pront do Lema 3.3.2 {· inwdi:do qtH' exi.stf'lll f lonlllllcnt.e coBstantc 
o o 
em fl 11 c a E C;:o(D1,A''- 1 ) t.ais qnr Snppdn CC B~ c ffdrt f O. Seja PlltÃo a"> a 
tal que tp 2 a11 em Supp dn; oln·imn,.ntc, !..(' assume todos os Yalorc.s no intervalo f a, a11 ). 
Do Teorema de Sard segue que existe a', a < (1 1 < a" que niio é valor crítico de \fJ e nem 
é valor crítico de !fllr,=O (caso n intncf'ptr. DZ). Gronwtricamc!lf.r. isto significa que o 
conjunto de nível !.p-l (a') é a intcrscrçiio rom B de uma hipcrsuperfícic f'IIl R" que, caso 
inf,('!Tf'})t.C f)Z, !llllJ('íl O fn;r. t.aiJ/};r'IH'i:tlitH'Ilff'. ()~ fpchos ('lll fl dn.<; ('Otllpnl!('JÜP.S COTH'XftS 
de fla', c1, c2, ... coincidem ('Otll <I .'i CO!llJlOIH'lllcS ('OIH'X<IS do conjunto {.r E n '. tp( :r) 2: 
a'}; ('stns rolllJ lO! H' !I t.s COIH'Xas s~lo t nis q1 H' :1 n•n1tiilo de 1\lll número q uaJ, Jltf'r {lf'!as (finito 
ou infinito) f-11111 snhconjmJt.o ff'dlildo de JJ. Ap(\s lllllll rf'O!"d('J\Ilf.;;lo dP índices podPmos 
assumir qne C 1, ... , C N siío pn•cisnml'l!tf' aR ("O!!lpmwnt.l':'i (pl(' iutcrn·ptam Snpp do:. 
Do Lema de Urysohn dif('J"Cll('i;íw•l obtemos full~(-J1'S fJ E C'XJ(B) (j = I, ... , N) tais 
que 
fj(:r) = 1 p;m1 :r E C1 , .f1(.r) =O JHmt :r E Fi= U C:~;. 
k#;j 
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Irtfclizmentc podnia ncorrPr q11e a sf'qttf'ttna C 1,C2 , ... fosse a sf'qiit~ncin finita com 
11111 Único l.c·rllHl (' 1- Nf'sl.t• cnsn, l.oJJl<IIIIOS F 1 COJIIO st•ndo o nmjunfo cowd it.uido de 11111 
único pont.o .r" t.nl cptt' ~(.r 0 ) <O. 
Finalmf'ute tnm:uno." lf 0 = n P fn = L7=l C1 /j owk Cj {·o valor (const:mtf•) qnc f 
nss\litlf' t'lll G'j (j ~--= 1, ... , N ). I 
Demonstração do Teorema 3.3.1: C'IJIIIO :1 Pn•pri('d;Jdt• (P) tl<HJ /· vt·rifinvla no 
ponto p, sc•g1w d11. Proposiç:i.o 3.1.13 qn<' t•xistc tlllm vizinlwur;c1 ;JIH'rf.<l V C U de 
p tnl que pilra toda vizinlllmçn nlwrl:t H,. C l; df' p ('Xist.irilo números rcnis .r. 0 e a 
p:lra os cptHiS n·+c.ro,a) (veja Sc~iio 3.1) intfTCt'plnrr't ('OillJlOilf'llff'S CO!H'X<lS disjuntas 
de v+(:ro,n) nu Tr-(.To,a) int.crccpbmí COIIIJIOllf'lltrs C011f'X<l>i di~jl!ll(HS dP v-(.ro,a). 
Podf'mos tom;u v(' Ir da forma F :::::: .! X n, 1F :::::: .J' X B' onde B (' B' 51l.O bolas abertas 
- o 
ccntr;Hias na origem do f-csp<tço Clll Rn-l X R+ (caso p E DA't) Otl R 11 (caso p E .~vt) 
c .!, J' intcrndos nlH'rtos da reta Cf'Bimdos rlll 0: pod<·mns nssttmir t.nmh<~m qnc V é 
rf'!Htiv:unrn!e ('()l!lpado em U. PossiwlnH"ut.P npf>s snhst.it.uii.;Ro da funçRo Z por -Z 
e da Y<triávd .r por -:r podemos <~ssnmir nindn que tr+(.r 01 a) intercf'pta componcntf's 
conexas disjuntas de F+(:r 0 ,a). Do Lf'm<t 3.3.3 ohtf•mo.s a E R (pnssnmos n denotar a1 
o 
por a), fo E C"X>(fl) c 0' 0 E C;o(B',An-l) tHis <JHC 
Escolha um núnu·ro r<"al r > O t.nl q1!(' r/1( .r 1, I) ~ H -f 3r partl todo I <'lll Snpp dn,. 
Exist.c <'TÜ~o 11m lllÍnwro re:d 1) >O In\ <jlH' o intc1 ndo [.r 0 - lf, .r0 + qj C .!'c 
(3.3.4) q)(.T, f) 2 a+ 2r \f(.r, f) E [.1' 0 -- 11..r, + 7J] X Suppdn 0. 
(3.3.G) d>(.r, I)< a+ r· V(.r. t) E [.r,- rp· 0 +'I] x Suppd{,. 
Tome então lllll llÚ!ll('fO f('HI R' o < R < 11 (' 1111111 fnnçilo \ E C~(.]') tal que x( .T) = 1 
p<ll'R ):r- x 0 ) < R/2 c \(x) =O pnrn j.r- .r 0 /?.. R. Agom con::;idn(! mua função real 
F E C~(R2 ) com ~uporte no ret.iinp;nln 
R-:::: {.r+iyE C: J:r-:ro/ s;D,a-f-r ::=; y::=; a-f-r-f-t:} 
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e F > O no interior de R; aqui e e ó são números reais a serem escolhidos oportunamente. 
Por f'IHlllilllt.o só cxigiuws qne 
O< b < R/2, O< e< r. 
Ddinimos agora Hs cocadeins 
f~ F o Zf,dZ E C~(l',A"· 1 ) 
o 
1' = ydZ An, E C~(HT,AJ,u-l). 
Dr (3.3.5) scgur (jiiP f é 1\lll cociclo. QuetTBIOS most.rar qnc J f 1\ 11 f- O. Para isto 




(3 3 8) 
Ent.iin, 
/_" G(.r,y) ~ -= F(.r,r)dr. 
y ::;: a -+ r :::::} G'{ .r. 11) = O 
y ?' " + 2r o> G( .1', !I) = 1/'(.1· ), 1• E C';"( R) 
d(G(cr,~)d.,) =-FoZ d.1 A d~. 
f f A c= f FoZ f,dZ A dZ A<>, 
=2Í-/ FoZd.l•/\dó/\(fnn,.) 
= -2i fd(G(.•·.•,'Jd.,·)A(f,n,) (<h- (3.3.8)) 
= -2i j G(.l', r/>)d.r 1\ d(f,n 0 ) (T<·orcma d(' St.ob·s) 
= -2i f G(.r,~)f,d.rAdn, (de (3.3.5) c (3.3.G)) 
= -2i l ~'(1·)d.1· f f, da, of O (de (3.3.4) e (3.3.7)). 
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Agora., a imagf'm de Supp f peln <1plicôçii.o Z está contida no rdângttlo 'R. e a imagem 
dP Sllppd'v prln. aplirnçilo Z f'si.;Í contidn m1 ITnniíio A U lJ dos sq?;nint.f~s <'onjnntw'l: 
onde 
A= {x + iy E C: j.r- .r,/ :S R, a+ 2r :S y :S M) 
. R 
Ll = {x·+ry E C: 2 :S k-:c,/ :S R,M_ :S y :S Af+} 
M = sup(<;P(r,t): Ir- ,.,1 :S R,t E Suppda,J 
AI+= sup{o\(x,t): R/2 :S /.r- .r,/ :S R,t E Suppn,) 
AL = infU(x,l): R/2 :S /x- .r,/ :S R,t E Suppa,) 
O que nos qttf'!'f'lllos mostrar 11p;orn é qiH' ·"~'.: c 6 for('lll escolhidos suficicntcmnte 
Jlí'(jllf'IIOS ('Xist.iní um polinôulÍo p = p(z) E C[.::], z =.r+ 1y, t.al que• 
(3.3.9) flcp<O r•m R, B1· Jl > O em A u B. 
Feito i."to, H f11tu.;iío h = }J( Z) sn<Í 11111<1 solw;iio ri<~~ <'ljllilçÔcs honlO!'/'!H'íiS Lu O 
sa t.isf:l?.cnrlo 
Re h < O c1u Supp f, 
o qtH' rompld.ará nossa prova, ronfonrw Lr·Imt 2.1.4. 
Obs!'rvc <JUC B = B1 U B2 ond1• 8 1 f' B2 silo rdiingnlos; nssun, n irnngrm de Suppd'u 
pd<! nplic:u.;iío Z f'sbí contida llil n·nniiio A U B 1 U B2 de t.r{•s rf'liing11los (' a imagem 
de Suppf pela aplicaçclo Z est;\ contida no rdíiugulo R. Todos estes rrtúngulos têm 
lados paralelos aos eixos cartesianos c R. nilo intcrcPpta A U l3 1 U 8 2 ; logo existe um 
subconjunto aberto O do plano, limitado c ::;implrsmcntf' conexo, com bordo suave, 
contendo os rctimgulos .A, Bt, B2 , o rnnjnuto R\ {.r0 + i(a +r)} c túio contendo o 
ponto Xa +i( a+ r) que dc,·crá pcrt.ctH'f'r <1 DO. PPlo Teorema de Rif'mnnn existe um 
biholomorfismo H de O sobre o disco 
é.= {x+iyE C: /J +iy-1/ < 1}. 
Est.P biltolotHodisl!lo .s<' est.t•tH!e couliwwuwuL!' ao [!'l'bo de O, aplicando o bordo de O 
sobre o bordo de 6.. Podemos t'nt.ão IL<;SHillir qllP H :tplira o pont.o ;r,+ i(a +r) sobre 
a onp;cm. Existe ctlfiio um uúuwrn rc;d r> O tal qtH~ 
3 R e H > -r ew .A U B. 
2 
Por outro lado, possivelmente após uma reduçÃo de e e ó, teremos também 
1 Re H < ~c em R. 
2 
Do Tt·on·nm tk !vlngt·lynu ollt.PIIIO); 11111 Jlll!it!ÜlllÍo ]'"E C[z] ~at.isfnz<'tHlo 
Fltí:t'!Hlo-st• p = l'l'- c, 1' :-;atisfnz (3.3.0) c uossa provn. t•st.;i romplctn. I 
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APÊNDICE A 
Exemplo dü estrutura involutivn com bordo 
não locahnente integrável 
Em R 3 , onde escrevemos a8 ·variáveis como .r, t 1 , t 2 , consideremos a variedade com 
bordo 
Z ~ {(x,t 1,t2 ): t2 2: O} 
c sPj<L V a cstrntnra locnlment.c int<'gnívd sohrc Z ddinid<J pelos campos vetoriais 
O fi brado T' {> g;<'rado por dZ otHh' Z = ;r + i (J( f) c 
1 2 2 (J(f I ~ :l I f, - f, 1-
Construção da nova estt·utu•·a: 
Enl C, com coorc\1'1111dn ::: = :r·+ iy, r·ow.;idl'n'UJoS uma Sl'qiit•ncia rh• discos ff•chndo!'l 
disj11111.os {D1 } C(JJdirlos 1111 Sf'llli-f'SJl;H~o {y >o} l:~is ljl\1' D, ··-• {0}. 
S('jfl. F E C~(C) n valon•.s rf'ais tal qtH' 
o 
SuppF c U D1 , 
j>O 
F> 1J em D1 (\fj). 
Como F se anula ele ordem infinito q11nnrlo y ::; O Sf'gnc qnr a fnnçiio F o Z se aunla 
de ordem infinito quando t 1 =O. SP H dcnotn n f1mçiio de Hcaviside sobre R cntiio a 
funçi'io 
é de classe c= sobre z. 
A.O Lema. Scj<1m 
f(.r, f)~ H(t 1 )F(Z(.r, f)) 
M, ~L, +if 1]-08 , .T 
M, ~ L 2 -i f 2 j :, . 
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En~.ão 
Demoustração: Um Gikulo simpks fonH'Ct' 
que se anula trivialmente quando t 1 <O. Por outro lado 
( DF ) -L 1 (F o Z) = o~ o Z L i Z 
L1 Z=(~l)1 2il 1 
e portanto o comutador acima também fie mmln para t 1 >O. 1 
Assim os campos Ali definem uma cst.rut.urn fornmlmcnte inü•gní.vcl sobre Z. Vamos 
agora mostrar qnc esta estrutura niio é loc:dnwntt• int.cgrá·n·l 1~tn nenhuma vizinhança 
da origem em Z. 
Para h.l snponhnmos fJ'lC' 1l Sf'jfl. \lll\<1 fun~iío df' d:l,<;Sf' C 1 ('ll\ llllUl vi7.inhança o 
da origPm Plll Z c satisfazcudo, f'lll O, as C'lti!Ht/JCS i\Jjll 
ncccssarinmc•utf' o difPr<'tH'ial dc• 11 d<'\'(' ,<;(' mmlnr nn. orip;c'lll. 
o 
A nplic;H;i'io W: Z -t ll1, 
o 
O. Vamos mostrar que 
df'finP. tun difeomorfismo deZ sohrc um nhcrtn dr R·1 qnP contún nm subconjunto da 
fornm 
U= {(;·,t 1 ,y)E R' 1-rl < b, itd < b, ~I>< y < tU2J 
(h > 0). 
Consideremos a função u* = 11 o W -I ddiuidn sobre U. Das rdaçôcs J..fj u = O segue 






Obtemos de (A.2) a seguinte conclnsfio: 
Se 
u+ = {(x,t 1 ,y) EU o t 1 > 0}, 
zr = {(.,, t,,y) Eu, t, <o}, 
R= {z E C o lxl < b, -b < y < b2/2} 
existem funções h+, h- definidas sobre R- ·tais qtt<' 
u•(.r,t 1 ,tt) = h+(:r + iy) 
u•(;r,f. 1 ,y) = h-(.r + iy) 
Em particular h+ =h- quando y <O. 
('!ll u+ , 
('111 zr. 
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Observando que (foW- 1 )(:r,t 1 ,.!J) = H(fJ)F(::) de (A.l) scgu<' que h- é holomorfa 
<'m R e qtw 
Em particular h+ é holommfa rm 
c portrmto h+ =h- em Suma vez que rsl.c é ('OJH'XO. 
Seja j 0 tal que Dj C R se j 2: j 0 • Eut.ii.o, p('lo T('OtTma de Cauchy, temos 
<' portanto, pelo Teon'lllR- de St~Jkes, 
r JJ, uh+ JJ, oh+ 
-c o~ d3' 11 dz = F(z) -
0
. (z)d.rdy =O 
21 D· " /) J. 
' ' 
scj?_j0 • 
Como ronseqiiência, cxistirfio pontos Zj, Wj E D 1 (j 2:: )0 ), tais qm~ 
{)h+ {}/,+ 
TI.e --(z1) = Im --(wj) =O (j ~ j,). UJ' UI 
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Por meio do difeomorfismo \V obtcrcmos então scqiiêucifls {pj}, {pj} em O convergindo 
pn.ra a orig<•m tais qnt' 
Ôrt Ôu 1 Rc -0 (p1 ) ~ lm 0 (p1) ~O . . r u.r 
Assim 
Du 
D., (0, O, O) =O. 
Finalmente, dns rPlnçõcs Afiu =O condnimos tmnhi·m que 
Du ~(0,0,0)~0 (j~l,2) 
J 
e nossa afirmaçii.o fica, portanto, demonstrada. I 
APÊNDICE B 
Demonstração do Teorema 1.4.4 
Para u E A.<~l(J\) a convergência de XE * u em .4.<-'l(I(') é uma conseqüência imediata 
das identidades 
( il, )" (X, * tt) ~ X, * ( il, )" tt 
(W, )l(.x,,,) ~ x,, (til, )lu+ t G.) [tD,, [ ... , [tD,, \•, .]] ... J(ID, )í-', 
k=l 
c do seguinte fnto: 
B.O Proposição. Seja P(:r, D) um operador diff'rPncin.l parcial lim•ar de primeira 
onlrm com rodiricntes de da.sse c= ('lll R". Ent..lo, dados s E R (' u E H ;(R n) tem-se 
:F,u ~ [P(.r, D), [ ... , [P(x, D), x, * .IJ ... Jtt ~O 
Para a demonstração da Proposi<;ão D.O necessitaremos dos dois lemas a seguir, onde 
fazemos uso do C:íkulo D;ísico da teoria dos opn:Hiorcs pseudo-diferenciais. A notação 
que usamos é a de [H3]. R{'C'onlcmos nlp;nns f:lt.os: 
Dados Uj E sm; = smi(R 11 X R"), j = 1,2, í'lltiio 
a, ( .T, D) o a2 Cr, D) ~ f,( r, D) 
onde b E sm1 +m2 c a aplicação bilinf'ar ( n 1 , n2 ) ~---~- b é contínnn. Por outro lado, do 
desew:olvimcnto assintótico de h, v<-;-S(' facilm('ntc rpw 
[o 1 (x, D),o2 (.r, D)J = r(.r, D) 
ondr <l)!;Orn. (' E sm I+ m, -I. u 11111 silllplf's HplinH;i'ío do l.t•on·mn elo grlÍfko [f•dmdo fornece 
a wutinnidndc da aplic~ilo biliw•ar 
5m 1 X 5111' _4 sm 1+m,-1 
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B.l Lema. Sf'jfl {r ... } uma família limitnda ('lll sn. Então, para. todo s E R, {c~( X I D)} 
forma um ronjmll.o limit<ulo ('lll B(ff·"(R")). 
De1nonstr~u:ão: Da.<>ta notar fllH', f'scrr•w•ndo 
c,(x,D) ~(I+ [Dj')'i' c,(.r,D)(! + [Dj')-•12 
a família {C,.} também é limitada em 5°, de ond<~ !'wguc que { ê~(.T, D)} forma um 
conjunto limit.ado em B(L2(H.'1 )) (cf. [113], coBwnt<Írio que sf'gttc a demonstração do 
Teorema 18.1.11). 1 
B.2 Lema. Seja b E 5 1 • Então, dados .s E R e u E H"(R") tem-se 
I,u~[b(x,D),i. ,[b(.r,D),\,*·II···I"~o 
em H·'(Rn) quando e.- O. 
Demonstração: Seja a,(x,Ç) ~ ,\,(Ç) ~ \(EI') onde x,(Ç) ~ ,-"x,(Uc) e - denota a 
transformada de Fourier. Então {a,.} forma tllllll família limitada em 5° c, para u E S, 
onde S denota o f'Spaço das fmH.;()('S de df'cn•scinwnt.o rápido, temos 
(D.3) at:(:r, D)u =,,.>r ll ...____.. u 
f'lll S qu<tnclo e: -----Jo O. Assim, I~= c,(.r, D) ond1• {c,} fortll:t 11111:1 família limitada em 
S"; do Lema D.l o l'mljtmt.o {cf(.t, D)} l~ liulit.ado <'111 ll(ll~(lt")). All:m disso, (D.3) 
implica (jll(', para n E S 
em S quawlo E -+ O. 
Dada 11 E Ji""(Il") e dado a> U \.OilH'lHos 1' E S tal <pw llu- t•ll(.,) S a. Então, para 
alguma constant.e C > O 
llc,(.r,D)uj[ 1 .• ) :S [jc,(.r, D).(u- r>J11 1.,) + llc,(.r,D}r>jj(.•) 
:S C a+ llr,("'' D)Pjj(.•) 
de onde segue o resultado. I 
Demonstração da Proposição D.O: S,·ja I~- um snhcoujuuto wm1m.cto do R" tal 
que 
Supp(\t * u) C]{ V e E[O, ![. 
Tomemos t/-• E C~(R") tal que 1/.;::: 1 numa vizinhança de I\. Então SuppFtu C/{ e 
:F,u ~ [rf>(x)P(x,D),[ ... ,[r/>(.r)P(x,D),X,*·Jl ... ju 
para todo < E[O, ![. Como 1•(x )P(.x, Ç) E S 1 o rc,ultado segue do Lema B.2. I 
APÊNDICE C 
O espaço R(n) e a coincidência dos traços 
Seja U E C=(R+, D'(Rn)). Podemos assodar injetivamente a U a distribuição u E 
iJ' ( Z) colocando-se 
(u,<p) = 1= (U{f),<p( .t))dt, <p E C;;"(Z). 
Para \Tr <IIH' 11 E i>'(Z) hasta lc'mhr<lr qn~"' todo snhconjnnto compncto de V'(Rn) é 
ecpticontínno (Veja [T], p<Íg. 349). 
Tal distribuição é dita regular em t a 11alorc,~ di,qtábttiçôe.~ em x = (x 1 , ••• , xn) e defini-
mos seu traço sobre {t = 0}, Tru E '1Y(R 11 ), por Tr11 = U(O). É imf'diato que t;'. é a 
' 
distribuiçii.o nssociacb à aplicnçii.o f. 1--+ fi(JJ~U)), 1 :=; j ~ n; dPnotnrcmos por u(j) a distri-
' 
buiçc'io associada a ~~~ E C 00(ll+, V'(R'')). Nn que segue não fnremos distinção entre 
u c a distribuição a nssociada a u. Dcfiniçú('S nwíloga.R identificam u E cco(\0, é[, V), v 
suh<'onjunto aberto do ll11 c e > O, com H E V'( V x [0, .e:[). 
lnt.roc\m;imos ngora o r~pa~o R( O), ondf' fl f; uma variedade com bordo, dns di.~tri-
blt1:çõc.• c= tran.~vcr.qalmr.ntr: ao bordo: 
u E R(O) se, c ,qomcntc ,qe, u E iJ~(n) e pnm lodo ponto p E DO e toda carta local 
X: U ----+ Ü em torno de p, cxi.~te nma mzinh.ança aherf.(L 1F dr: p, H' C U, com 
1V = :t'(H') da forma li'= V x [O, e[, é> O, V .•nbconjunto aberto de R", tal que, 
em W, u E c=([O,E[, D'(V)). 
Especializemos agora para a variedade padrão com bordo 
onde cscrcvcnlos as coord('nadas como (.r, f). 
C.l Lema. Seja. v E C,:-o(R+,ê'(R11 )). EntHo, dado p E Z+ existem C E: Z+ e vp E 
C'P(Z) tais que' 
Demonstração: Para cadi:l intf'iro po:<~it.ivo j, os conjuntos Hj = {,,Ul(t)}t;::o sao 
subconjuntos compactos de 'D'(R") f' portanto f'qniront.ínuos. Segue então qtte para 
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todo inteiro j 2: O existem um subconjunto cmnp<trto Kj de R", C i > O e Nj E Z+ tais 
qlll' 
l(vUI(t),</•)1 :0; C2 I: s~tpiD"</,1 
I<>I::;Ni ' 
V>/• E c=(R") VI 2' O. 
Irttrodnzimos agora a t.ransfornmda par('ial de Fourier de v com rcspf'ito a x E R", 
que é o seguinte ckmcnto de c=(Z): 
(a ação da distribuição é na vnriúvcl :r). Da d,•signnldmlc ncimn s<'gtH'm as cRtimativas: 
j 2' o, t 2' o. 
Então, dado p E Z+ se l E Z+ é suficientemente grande 
I' (T t) = _I~ f i•.( v(Ç, t) d( 
P,, (2rr)" e (l+IÇI'J'. 
pcrtcw:c a C 1'(Z). É úhvio que 11 = (1- 6..) 11·,. I 
Com;i<lcn'lllll:'l <l/!,IJl'lt 11 E G' 00 ( H+· I ·p' ( lt'1 )) E j)' { z) (' f.!f'JlL I\ c z 11111 conjunto 
compnrto. Tome \' E C;o(2), \' := 1 nmna viziHhaw~n de K e faça v = xu E 
C;:"(ll+,t:'(R")). Do LC"mn C.l lf·Hws que, pnrn t.odn p E Z+ t>xi:-d.('m t>1, E C"(Z) 
e P E Diff~(Z) com ('odiciPut.Ps const.auh•s t.ais fJHI' 
V<p E C;"'(K). 
ficconkuws agora dois fatos: 
1. Dados E R existe p E z+ tal rpte CP( R"+ I) c Hl~;(R"+I ). 
o • 
2. C~(I\) C H"(!\-) para todos E R e todo subconjunto compacto /{ de Z; existe 
S 0 = S 0 (n) tal que C~ (I\) C if"(I\) para todo.~< ~~o c todo subconjunto compacto I< 
deZ. 
C.2 Corolário. Seja u E C 00 (H.+, V'(R" )). Dados 8 E R c um subconjunto compacto 
I\ ele 2 existem P E Difff'( Z) com coeficientes constnutes e C > O tais que 
o 
(C.3) v, E C;"'(K). 
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Se s < 8 0 a mesma estimativa vale para lf E C;:"(K). 
Demonstração: Segue das considerações acimn. 1 
Q,: U if;(z) ~ C,:"'(Z) 
.tER 
int.ro<bt:>:ido!'l U:t S~·çt10 1.4 (vrja T(•orf'BHl 1.4.'1); uot.,• CJ11P CJc ('Otllu!.a com op<•rndorcs 
com cocfkiPntcs constaut<'s. 
SPjag E Ãc(Z). Exist.cm$ E ReJ\.flUiwoHjuutocompadodeZ taisqueg E .Ã("'l(K). 
Então se J\ 1 é outro snhconjnut.o CDillJHido df' Z cujo intf'rior cont1~111 I\, podPmos 
nplicn.r (C.3) \Olll K' :-;u\n'ititnimlo /\'. ()hlcmo~. para é> O suficir·ntcmcnt.c pequeno, 
Ist.o mostra que 
lim (u, Q,[gl) 
!-O+ 
existe c que o funcionnl 
g ~ lim (u.Q,[yl) 
!'~o+ 
é contínuo em Âr(Z). Em n'sumo, demonstramos a 
C.4 Proposição. Todo elemento de C=( R+. iY(Rn)) C i>'(Z) se ('stcnde continua~ 
ment.e a .À-c( Z). 
C.5 Proposição. Sf'ja 1l E C 00 (R+,D'(R")) {' Sf'ja ü at"xtcnsilo deu a Ãc(Z). Então 
(ü,op Oli(f)) = (u(O), op) Vop E C,:"'( R"). 
Em outras palavras, intcrprdnndo u cmno lllll t>h'IIH'lllll de A'(Z) S<'ll traço em DZ 
coincide com u(O) E V'(R"). 
Demonstração: Sf'jn i..p E C'~(R") (' t.Otlli'IIIOS \ E c;o(Z), A= 1 llllllla vizinhança 
aberta de Snpp 1.p X {O}. Entiio, pnra e > O snficirntrmrnt.c prqttrno t.rn•mos 
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Agora, existe <7 E R tal que 
em H;(Z) qualquer que seja p E Z+· 
Pnra cada m E Z+ denotemos por i( 1111 (Z) o suhPspaço dr i'(Z) consistindo das 
dist.rihuiçücs dc• ordf'm s; 111 (os f'!f'lllf'Ht.os df• i(m 1(Z) s:lo prcci~muwntc aqttch~s que se 
estendem continuamente a em ( z) ). 
Em correspondc':JlCifL a a existe 11/o E z+ tnl qtw 
('( lltlin tlaill<'lllc. 
A seguir tomamos p E Z+ tal que 
\'li::::: (1- ~r)l'v 
para <~lguma funçii.o 1' E cm·(Z). Lop;o 
(u, Q,[l' 0 ó(t)]) = ((!- ,_,)1'v, Q,[l' 0 ó(t)]) 
= h''(.r,t)Q,[(l- ,_,)'1'06(x)](.r,t)dxdt 
onde na tilt.ima igualdade usamos o fato que tJ~ f' (1- .6...:r)" comutam. Portanto, 
= ((!- ,_,)', 0 h(l), 1') 
= j l'(.r,O).(l- ,_,)',(x)dx 
=((I--,_,)''!'( ·,O),cp) 
= (u(O), I'). I 
Segue imediatamente das Pwposiçúcs C.4 c C.5 os resultados enunciados no final da 
Scçiio 1.4. 
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